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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

Carton-Modelle  von  l'i.u  ui:\  zweiter  Ordm.ng.  construirt  nach  Angabe  von 
Dr  A.  Brill,  ordentl.  Professor  am  Grossh.  Polytechnikum  zu  Darmstadt; 
dargestellt  durcli  ineinandergefugle  Krei;e  ans  farbigem  Cartonpapier.  Modell 
N'  1  und  -2  :  Ellipsoid  versehiedener  Construction.  Nr  3  und  i  :  Hypcrboloid. 
Ganze  Série  3  Tblr.:  einzelnes  Moilell  16  Ngr.  ('). 

L'idée  sur  laquelle  repose  le  nouveau  mode  de  représentation 
matérielle  des  surfaces,  que  nous  devons  à  M.  Brill,  est  extrême- 
ment ingénieuse;  elle  pourrait  être  étendue  à  la  construction  de 
surfaces  plus  compliquées  que  celles  du  second  ordre  :  aussi  allons- 
nous  essaver  d'en  exposer  le  principe  d'une  manière  générale. 

Etant  donnée  une  surface,  il  v  a  plusieurs  moyens  pour  se  la  re- 
présenter d'une  manière  nette,  et  voici  l'un  de  ceux  cpie  l'on  em- 
ploie le  plus  fréquemment  dans  les  applications.  On  coupe  la  sur- 
face par  des  plans  parallèles,  et  l'on  obtient  une  série  de  sections 
qui,  dans  leur  ensemble,  donnent  des  notions  suffisamment  précises 
sur  la  forme  de  la  surface.  Imaginons  maintenant  qu'au  lieu  d'une 


'  Modèles  es  caktos  de  serfaces  de  second  ordre,  construits  d'après  les  indications 
du  Dr  Brill,  Professeur  ordinaire  à  l'École  Polytechnique  grand-ducale  de  Darm- 
stadt. Représentés  par  des  cercles  imbriqués  en  papier-carton  colorié.  Modèles  nos  I 
et  2  :  Ellipsoïde;  nos  3  et  4  :  Hvperboloïde.  Prix  de  la  Série  entière  :  3  Thlr;  un  seul 
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seule  série  de  sections  on  emploie  deux  séries  de  sections  planes,  et 
que  ces  séries  de  sections  planes  soient  réalisées  matériellement, 
au  moyen  de  feuilles  de  papier.  L'ensemble  de  ces  feuilles  donnera 
une  idée  de  la  surface,  d'autant  plus  précise  que  les  deux  séries  de 
sections  parallèles  seront  plus  rapprochées.  M.  Brill  a  choisi,  pour 
représenter  les  surfaces  du  second  ordre,  les  deux  systèmes  de  sec- 
tions circulaires   :   on  a   donc   deux  séries   de   cercles   formés   de 


feuilles  de  papier  se  traversant  mutuellement,  et  dont  l'ensemble 
suffit  à  représenter  très-convenablement  la  surface  du  second  degré. 
Mais  voici  la  propriété  intéressante  d'un  tel  mode  de  représenta- 
tion, il  est  facile  de  voir  que  le  système  ainsi  formé  n'est  pas  abso- 
lument solide;  il  est  susceptible  d'un  mouvement  de  déformation, 
dans  lequel  les  sections  planes  demeurent  invariables  de  forme, 
mais  peuvent  tourner  autour  de  leurs  lignes  d'intersection.  La 
limite  de  ce  mouvement  sera  atteinte  quand  les  deux  séries  vien- 
dront se  placer  dans  un  même  plan,  en  reposant  les  unes  sur  les 
autres.  Dans  cet  état  limite,  le  système  pourra  être  placé  dans  une 
enveloppe  et  pressé  sans  inconvénient.  Les  différents  cercles  seront 
venus  s  appliquer  sur  un  plan  et  y  formeront  alors  la  double  série 
des  cercles  doublement  tangents  à  une  section  conique.  Jl  suffira  de 
presser  légèrement  les  deux  extrémités  de  l'axe  de  cette  section 
pour  voir  apparaître  une  surface  du  second  degré,  dont  la  forme 
variera  suivant  l'inclinaison  des  plans  des  deux  séries  de  sections 
circulaires. 
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Aous  avons  à  notre  disposition  l'ellipsoïde  et  l'hvperboloule  à 
une  nappe. 

JNous  saisirons  cette  occasion  pour  rappeler  l'attention  sur  un 
ouvrage  peu  connu,  et  qui  pourrait  être  extrêmement  utile  aux 
commençants  :  c'est  la  Géométrie  stéréographit/ue ,  ou  reliefs 
des  polyèdres  pour  faciliter  l'étude  des  corps,  en  vingt-cinq 
planches  gravées,  dont  vingt-quatre  sur  carton  et  découpées,  d'après 
l'Ouvrage  anglais  de  Jolm-Lodge  Cowley,  avec  des  Notes  conte- 
nant les  démonstrations  des  formules  pour  calculer  les  Tables  des 
surfaces  et  volumes  des  polyèdres  réguliers,  par  F.-C.-M.  Marie, 
qui  a  paru  en  1 835  (').  Les  vingt-quatre  planches  découpées  que 
renferme  cet  Ouvrage  contiennent  le  rabattement  des  principaux 
solides  de  la  Géométrie  des  polyèdres  réguliers,  par  exemple  ;  il  suffit 
de  relever  les  faces  de  ces  rabattements  pour  obtenir  la  représen- 
tation en  relief  du  solide  que  l'on  veut  obtenir.  Le  principe  est, 
comme  on  voit,  beaucoup  plus  simple  que  celui  de  M.  Brill;  mais 
l'application  pourrait  être  aussi  utile  aux  commençants  en  <  réomé- 
trie  pure  que  le  sera  le  nouvel  appareil  de  M.  Brill  à  ceux  qui 
se  proposent  l'étude  de  la  Géométrie  analytique. 


HOÙEL  (J.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux.  —  Éléments 
de  la  théorie  des  QuATERNioNs.  —  Paris ,  1874;  Gauthier- Villars,  in-8°, 
vn-298  p.  Prix  :  8  fr. 

L'Ouvrage  dont  nous  avons  à  rendre  compte  constitue  la  fin  du 
travail  considérable  sur  la  Théorie  des  quantités  complexes,  com- 
mencé il  y  a  bientôt  sept  ans.  jNous  avons  rendu  compte,  t.  \  , 
p.  60  du  Bulletin,  de  la  troisième'  Partie  intitulée  :  Théorie  des 
fonctions  multiformes,  qui  comprend  surtout  l'étude  des  concep- 
tions nouvelles  de  Riemann. 

La  quatrième  Partie,  que  -M.  Hoûel  publie  aujourd'hui,  contient 
une  exposition  élémentaire  du  Calcul  des  Quaternions.  Cette 
branche  de  l'Analyse,  une  des  plus  belles  créations  d'Hamilton,  n'a 
pas  été  accueillie  avec  la  même  faveur  par  les  géomètres  que  la 

(')  Paris,  Bachelieb,  quai  des  Augusliiis.  5".;  prix  :  5  fr. 
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Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires,  source  des  plus 
brillantes  découvertes  I';;ites  en  Analyse  dans  ce  siècle.  Cela  tient, 
suivant  nous,  à  deux  causes.  D'abord  il  a  manqué  à  cette  théorie 
la  sanction  de  brillantes  et  importantes  découvertes  faites  par  son 
seul  secours.  En  second  lieu,  les  règles  du  Calcul  algébrique  ordi- 
naire y  sont  complètement  changées.  On  n'a  pas  le  droit,  par  exem- 
ple, d'intervertir  l'ordre  des  i'acteurs,  ce  qui  complique  extrême- 
ment les  applications  de  cette  méthode.  Quoi  qu'il  en  soit,  quelque 
jugement  que  l'on  veuille  porter  sur  les  Quaternions,  au  point  de 
vue  pratique,  nul  ne  pourra  méconnaître  que  leur  création  fait  le 
plus  grand  honneurà  llamilton,  et  que  leur  étude  est  indispensable 
à  tous  les  esprits  curieux  et  philosophiques  qui  veulent  connaître 
les  plus  secrets  ressorts  des  opérations  algébriques. 

C'est  en  Angleterre,  cela  est  naturel,  que  cette  théorie  a  été  le 
plus  complètement  étudiée.  En  dehors  des  Ouvrages  d'Hamilton, 
d'autres  Traités,  moins  étendus  et  plus  élémentaires,  ceux  de  Tait, 
de  Kelland.  par  exemple,  dont  nous  avons  rendu  compte,  ont  con- 
tribué à  répandre  les  principes  de  cette  intéressante  étude;  mais, 
même  dans  leur  pays  d'origine,  les  Quaternions,  il  faut  le  recon- 
naître, n'ont  pas  rencontré  un  assentiment  universel,  et,  parmi  les 
innombrables  travaux  d'illustres  géomètres,  comme  les  Cayley,  les 
Syh  ester,  les  Thomson,  etc.,  on  aurait  peine  à  en  citer  un  grand 
nombre  où  la  théorie  des  Quaternions  soit  supposée  connue  et  em- 
ployée. 

[  ne  de-  causes  qui  ont  le  plus  contribué  à  empêcher,  dans  notre 
pays,  la  propagation  de  cette  méthode,  est,  croyons-nous,  le  man- 
que d  un  oui  rage  qui  pû.1  être  abordé  facilement  par  le  lecteur  privé 
du  secours  d'un  maître.  M.  Hoùel  s'est  préoccupé  de  combler  cette 
lacune,  et  nous  osons  affirmer  qu'il  y  a  complètement  réussi.  Après 
la  lecture  de  son  Ouvrage,  on  aura  une  idée  nette  du  Quaternion, 
et  1  on  pourra  apprécier  dans  leur  ensemble  la  portée  et  l'intérêt  des 
recherches  de  l'illustre  géomètre  de  Dublin  et  de  ses  successeurs. 

L'(  (uvrage  débute  par  une  étude  de  la  Théorie  générale  des  opé- 
rations. Quelques  notions  sur  ce  point  sont,  en  ellèt,  indispen- 
sables a  celui  qui  veut  se  rendre  compte  de  la  nature  des  Qua- 
ternions. Dans  un  Chapitre  spécial  l'auteur  traite  des  quantités 
complexes  les  plus  générales  et,  en  particulier,  de  ce  système  si 
remarquable  d  unités  complexes,  proposé  pour  la  première  fois  par 
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Grassmann  en  18447  L'1  étudié  depuis  par  Caucliv,  sous  le  nom  de 
Clefs  algébriques. 

Le  reste  de  l'Ouvrage  traite  des  Quaternions.  Leur  définition  et 
leurs  propriétés  sont  d'abord  exposées  avec  une  extrême  simplicité. 
La  plus  grande  difficulté  qui  se  présente  dans  cette  étude,  c'est  la 
nécessité  d'employer  une  nouvelle  Algèbre,  dont  les  règles  sont 
moins  simples  que  celles  de  l'Algèbre  ordinaire,  et  dont  la  pratique 
demande  une  plus  grande  attention.  En  outre,  cette  théorie  fait 
usage  de  symboles  particuliers,  dont  il  importe,  avant  tout,  de 
bien  fixer  le  sens.  L'auteur  fait  comprendre  la  raison  de  toutes  ces 
règles,  l'utilité  de  l'introduction  de  tous  ces  symboles. 

Le  Chapitre III  traite  de  la  composition  des  mouvements  de  trans- 
lation. Une  translation  parallèle  est  complètement  définie  par  une 
droite  donnée  en  grandeur  et  en  direction,  ce  que  llamilton  appelle 
un  vecteur.  La  composition  des  translations  jouissant  des  mêmes 
propriétés  générales  que  l'addition  arithmétique,  on  lui  donne  le 
nom  d' 'addition  des  vecteurs.  Quelques  exemples  sont  indiqués  de 
l'emploi  de  cette  opération  pour  la  solution  des  questions  géomé- 
triques. 

Le  Chapitre  IV  traite  des  quantités  élémentaires  qui  servenl  a 
déterminer  les  ebangements  de  direction,  combinés  ou  non  avec 
les  changements  de  distance.  Un  vecteur  tournant  autour  d'un 
point  fixe  peut,  d'une  part,  varier  de  longueur  et,  d'autre  part, 
tourner  dans  un  certain  plan,  d'un  angle  de  grandeur  donnée.  La 
quantité  complexe  formée  avec  les  éléments  numériques  nécessaires 
pour  fixer  ce  mouvement  s'appelle  une  biradiale.  Si  un  vecteur 
subit  consécutivement  les  altérations  correspondantes  à  deux  bira- 
diales  données,  la  biradiale  unique  qui  aurait  produit  le  même 
déplacement  final  et  qui  peut  remplacer  l'action  combinée  des  deux 
autres  est  dite  le  produit  de  leur  multiplication.  La  multiplication 
ainsi  définie  jouit,  en  effet,  de  presque  toutes  les  propriétés  de  la 
multiplication  arithmétique,  sauf  une  seule,  la  possibilité  de  chan- 
ger à  volonté  l'ordre  des  facteurs,  à  moins  que  les  deux  mouvements 
successifs  ne  s'effectuent  dans  le  même  plan. 

Dans  ce  dernier  cas,  c'est-à-dire  lorsque  tous  les  déplacements 
se  font  dans  un  plan  fixe,  la  position  d'un  point  peut  être  repré- 
sentée au  moyen  des  quantités  imaginaires  de  l'Algèbre  ordinaire, 
ce  qui  simplifie  considérablement  les  calculs. 
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Après  avoir  indiqué  quelques  considérations  générales  sur  lare- 
présentation  des  points  dans  l'espace,  M.  Hoùel  consacre  un  Cha- 
pitre  à  un  aperçu  sommaire  de  la  belle  méthode  des  équipollences 
de  M.  Bellavitis,  et  de  son  usage  dans  l'étude  des  courbes  planes. 
C'est  M.  Hoûel,  nus  lecteurs  le  savent,  <jui  a  fait  connaître  le  pre- 
mier, en  France,  les  beaux  travaux  de  M.  Bellavitis,  que  tout  le 
monde  peut  maintenant  étudier  dans  la  publication  nouvelle  et  plus 
complète  que  nous  devons  à  M.  Laisant     '   . 

Dans  le  Chapitre  \  I  sont  établies  les  règles  de  la  multiplication 
des  biradiales  situées  dans  des  plans  différents.  Une  biradiale  peut 
s'exprimer  par  la  somme  géométrique  de  quatre  termes,  dont  1  un 
est  un  nombre  pur,  les  trois  autres  pouvant  être  regardés  comme 
les  projections  sur  trois  axes  rectangulaires  fixes  d  une  droite  per- 
pendiculaire au  plan  de  la  biradiale.  Ce  mode  de  représentation 
constitue  ce  que  Hamilton  a  nommé  un  Quatemion.  Ce  Chapitre 
contient  les  règles  fondamentales  du  calcul  des  Quaternions,  et  se 
termine  par  la  démonstration  de  quelques  formules  essentielles 
con<  ernant  les  transformations  des  produits  de  vecteurs. 

Le  Chapitre  \  11  traite  de  la  résolution  des  équations  entre  Qua- 
ternions. Ce  problème  peut  se  résoudre  dans  quelques  cas  simples 
par  des  méthodes  directes;  mais,  pris  dans  toute  sa  généralité,  il 
présente  des  difficultés  qui  dépassent  actuellement  les  forces  de 
l'Analyse.  Le  seul  cas  pour  lequel  on  possède  une  solution  directe 
et  générale  est  celui  des  équations  du  premier  degré,  pour  lequel 
Hamilton  a  découvert  une  remarquable  méthode  dont  l'auteur  ex- 
pose les  principes,  d'après  l'excellent  Ouvrage  de  Tait.  Cette  mé- 
thode est  fondée  sur  l'emploi  d'un  symbole  représentatif  d  une 
fonction  linéaire,  symbole  qui  joue  un  rôle  extrêmement  important 
dans  les  applications  géométriques  et  mécaniques. 

La  même  cause  qui  complique  le  calcul  des*  quantités  finies  ap- 
porte également  des  difficultés  dans  le  problème  de  la  différen- 
tiation  des  fonctions  de  Quaternions.  principalement  en  ce  qui 
concerne  les  fonctions  implicites.  Cette  question  est  traitée  dans  le 
Chapitre  \  111. 


i  sition  de  la  méthode  des  Équipollences,  par  G.  Bellavitis,  traduite  de  l'italien 
I  iai  t. -A.  Laisant.  (Extrait  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  Voir  Bulletin, 
t-  VI,  p.   i85.     i  roi.  in-S°.  iS3  p.—  Paris,  Gauthier- Villars,  iS^;;  pris  .  .]  fr.  5o.  c. 
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Après  avoir  ainsi  établi  les  principales  règles  élémentaires  de 
l'algèbre  des  Quaternions,  l'auteur  indique  dans  les  Chapitres  sui- 
vants divers  exemples  de  l'application  de  ce  calcul  à  la  Géométrie 
et  à  la  Mécanique.  Les  Chapitres  IX  et  X  contiennent  la  démons- 
tration des  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie  spbérique 
et  de  la  composition  des  rotations.  Les  Chapitres  suivants  traitent 
de  la  Géométrie  de  la  ligne  droite  et  du  plan,  des  propriétés  de  la 
sphère  et  des  surfaces  du  second  degré  en  général,  de  la  courbure 
des  lignes  et  des  surfaces,  de  quelques  questions  relatives  à  la  Ci- 
nématique du  point. 

Nous  signalerons  surtout  le  Chapitre  XIII,  qui  contient  une  théo- 
rie fort  élégamment  exposée  des  lignes  et  des  surfaces  courbes. 

Ces  applications  occupent  une  étendue  bien  restreinte  compara- 
tivement au  contenu  du  Livre  de  M.  Tait,  et  surtout  à  celui  des 
deux  volumes  de  Hamilton.  Mais  le  but  de  M.  Hoùel  n'a  pas  été  de 
rédiger  un  Traité  complet,  même  élémentaire  ;  il  a  voulu  seule- 
ment aplanir  la  voie  de  ceux  qui  désireront  aborder  cette  féconde 
étude  dans  les  Ouvrages  de  l'illustre  inventeur  et  de  son  digne  con- 
tinuateur. 

La  publication  de  M.  Hoiiel  est  un  nouveau  service  que  doivent 
à  l'auteur  les  géomètres  français.  G.   D. 


LEVV  (Maurice).  —  La  Statique  graphique  et  ses  applicatioxs  aux  con- 
structions. Texte  grand  in-8°,  xxm-3a3  p.  Atlas  grand  in-8°  de  24  planches. 
—  Paris,  Gauthier-Villars ;  1874.  Prix  :  iG  fr.  5o  c. 

Nous  avons  déjà  dit  quelques  mots  de  cette  nouvelle  science 
qui,  sous  le  nom  de  Statique  graphique,  a  reçu  un  accueil  très- 
favorable  à  l'étranger,  et  fait  partie  du  programme  des  Ecoles 
d'Application  en  Angleterre,  en  Allemagne  et  en  Italie.  11  nous 
manquait,  en  France,  un  Traité  sur  cette  branche  nouvelle  des 
applications  de  la  Mécanique  :  la  publication  de  l'Ouvrage  de 
M.  Maurice  Levy  constitue  donc  un  service  réel  rendu  aux  ingé- 
nieurs et  aux  géomètres,  qui  pourront  se  rendre  compte  ainsi  de  la 
portée  des  nouvelles  méthodes. 

Pour  bien  juger  la  Statique  graphique,    il   faut,  croyons-nous, 


,;  BULLETIN  DES  SCIENCES 

examiner  seulement  la  nature  des  services  qu'elle  peut  rendre  dans 
la  pratique.  Elle  repose  tout  entière,  comme  la  Géométrie  descrip- 
tive, sur  des  principes  d  une  extrême  simplicité,  et  dont  la  valeur 
théorique  est  très-minime.  C'est  là,  du  reste,  l'opinion  de  M.  Mau- 
rice Levy. 

«  Ce  qui  a  valu,  dit-il,  à  cette  science  d  être  érigée  en  corps  de 
doctrine,  ce  sont  ses  applications  :  aussi,  tout  en  faisant  ressortir 
l'intérêt  très-réel  qu'elle  présente  au  point  de  vue  géométrique, 
ai  'ni>-nous  cherché  à  lui  laisser  son  caractère  de  science  d'applica- 
tion, ne  prétendant  nullement  empiéter  sur  le  domaine  de  la  Sta- 
tique dont  elle  emprunte  les  principes.  » 

Bien  que  la  Statique  graphique  ait  certaines  de  ses  méthodes 
applicables  aux  figures  dans  l'espace,  on  peut  dire  que  jusqu'ici 
ses  applications  utiles  se  limitent  à  l'étude  des  questions  où  toutes 
les  forces  agissent  dans  un  même  plan.  \  oilà  donc  une  première  et 
considérable  limitation  du  champ  d'études  qu'un  théoricien  serait 
tenté  de  se  proposer.  Mais  des  faits  analogues  se  rencontrent  dans 
toutes  les  sciences  d'application. 

Si  l'on  mettait  un  géomètre  étranger  à  la  Mécanique  en  pos- 
session des  principes  de  cette  science,  c'est-à-dire  des  relations  qui 
existent  entre  les  forces  et  les  déplacements,  il  ne  songerait  pas 
même  à  considérer  le  cas  si  particulier  où  les  forces  ne  dépen- 
dent pas  du  temps  et  où  il  y  a  une  fonction  des  forces.  C'est 
cependant  l'étude  de  ce  cas  dont  les  notions,  empruntées  à  l'expé- 
rience, font  le  Chapitre  le  plus  important  de  la  Mécanique  ration- 
nelle. 

De  même,  dans  l'art  des  constructions,  l'étude  des  forces  agis- 
sant dans  un  même  plan  a  un  intérêt  capital,  et  l'on  conçoit  très- 
bien  que  la  Statique  graphique  puisse  acquérir  une  grande  impor- 
tance pratique,  bien  qu'elle  ne  s'occupe  guère  que  d'une  question 
qui,  théoriquement,  pourrait  paraître  si  particulière. 

Dans  une  Introduction  de  23  pages,  M.  Maurice  Levy  nous 
indique  quels  ont  été  les  fondateurs  de  cette  branche  de  la  Sta- 
tique :  Taylor,  un  simple  mécanicien,  Ilankine  (1807),  Clerk 
Maxwell  (18O4  •  qui  ont  établi  la  Théorie  des  figures  réciproques; 
enfin  et  surtout  Culmann,  qui  a  le  plus  contribué  au  développe- 
ment «le  cette  élude  par  son  enseignement  de  l'Ecole  Polytechnique 
de  Zurich,  et  par  un  Ouvrage  très-étendu  :  Die  graphische  Statik, 
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publié  en  1866.  Culmann  a  surtout  employé  le  polygone  des  forces 
et  le  polygone  des  pressions  ou  polygone  funiculaire  relatif  à  un  pi  an 
donné  (  '  .  Après  ces  travaux  nous  avons  encore  à  citer  uu  Mémoire 
de  M.  Fleeming  Jenkin,  publié  en  1869,  dans  les  Transactions  de 
la  Société  Royale  d'Edimbourg  (!),  et  un  Opuscule  très-intéressant 
de  M.  Cremona  :  Le  Figure  réciprocité  nella  ùtatica  grajica,  dont 
il  a  été  aussi  rendu  compte   (t.  IV,  p.  65). 

L'Ouvrage  de  M.  Maurice  Leyy  se  distingue  des  précédents  par 
l'emploi  exclusif  des  notions  les  plus  élémentaires,  emploi  qui  ne 
peut  qu'être  favorable  à  la  diffusion  de  l'a  nouvelle  Statique. 

En  outre,  il  expose,  à  un  point  de  vue  exclusivement  géométri- 
que, tout  ce  qui  tient  à  la  composition  des  forces,  et  sans  s'appuyer 
en  aucune  manière  sur  les  notions  de  Statique  qui  peuvent  rendre 
évidents  certains  tbéorèmes  de  Géométrie.  Le  Chapitre  1er.  qui  con- 
tient cette  partie  de  l'exposition,  est  intitulé  :  «  Théorie  géométrique 
du  polygone  des  lignes,  et  notions  de  calcul  graphique.  »  Les  Chapi- 
tres II  et  III  sont  encore  consacrés  à  des  développements  de  pure 
Géométrie,  à  l'étude  du  polygone  funiculaire  et  des  ligures  dites 
réciproques. 

La  deuxième  Section  traite  des  principes  de  la  Statique  graphique, 
de  toutes  les  questions  relatives  aux  systèmes  plans,  puis  des  forces 
parallèles  dans  l'espace  et  des  centresde  gravité  :  dans  ces  deux  der- 
nières questions,  nous  l'avons  dit,  la  Statique  graphique  n'apporte 
aucun  principe  nouveau. 

La  troisième  Section  est  consacrée  aux  applications  de  l'Analyse 
graphique  à  l'art  des  constructions.  Voici  les  titres  des  différents 
Chapitres  : 

Application  à  un  framework  en  général. 

Application  aux  diverses  espèces  de  ponts  fixes. 

Application  aux  ponts  tournants  et  aux  grues  tournantes. 

Application  aux  diverses  espèces  de  charpentes  pour  toiture. 

Application  aux  cintres  des  voûtes  et  des  charpentes  diverses. 

Application  à  la  détermination  graphique  des  efforts  tranchants 
et  des  moments  fléchissants. 

Application  à  la  détermination  graphique  des  moments  d'ordre 


'     Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  36i 
Voir  Bulletin,  t.  I,  1 1.  j 
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supérieur  des  forces  parallèles  dont  les  points  d'application  sont 

situés  dans  un  plan,   et   particulièrement  à  l'étude   des  moments 

d'inertie 

Étude  des  forces  parallèles  dont  les  points  d'application  sont 
situés  dans  un  plan  et  dont  les  intensités  sont  proportionnelles  aux 
distances  de  leurs  points  d'application  à  une  droite  de  ce  plan; 
noyau  central  des  aires  planes. 

La  quatrième  Section  traite  des  forces  dans  l'espace  et  des  figures 
réciproques  qui  en  découlent. 

Le  Chapitre  XIX,  qui  commence  cette  Section,  contient  l'indi- 
cation d'un  essai  de  l'auteur  pour  trouver  dans  l'espace  un  élé- 
ment analogue  au  polygone  funiculaire;  mais  il  n'est  fait  aucun 
usage  de  cette  ingénieuse  construction,  si  ce  n'est  pour  établir 
la  réduction  à  deux  des  forces  appliquées  à  un  corps  solide.  Le 
théorème  du  §  1G9  est  inexact  sous  la  forme  absolue  qui  lui  est 
donnée. 

La  théorie  de  la  réduction  des  forces  appliquées  à  un  corps  solide 
a  conduit  Môbius  à  un  nouveau  genre  de  figures  réciproques,  dont 
l'étude  a  servi  de  base  à  l'Opuscule  déjà  cité  de  M.  Cremona.  Cette 
théorie  est  exposée  dans  le  Chapitre  XX. 

Dans  la  Xote  I,  la  théorie  des  figures  réciproques  est  présentée 
comme  une  application  de  la  transformation  dite  parabolique  de 
M.  Chasles.  La  Xote  II  est  surtout  intéressante;  elle  constitue  un 
Mémoire  original  sur  la  recherche  des  tensions  dans  les  systèmes 
de  barres  élastiques  et  sur  les  systèmes  qui,  à  volume  égal  de  ma- 
tière, offrent  la  plus  grande  résistance  possible.  Les  résultats  de 
cette  recherche  nous  paraissent  très-élégants.  Ils  peuvent  être  résu- 
més dans  les  trois  propositions  suivantes  : 

Pour  qu'un  système  de  m  barres  en  équilibre  sous  l'action  de 
forces  données  puisse  être  constitué  en  solide  d'égale  résistance, 
il  faut  en  général  et  il  suffit  toujours  que  la  figure  géométrique, 
formée  par  les  axes  des  barres,  ne  contienne  pas  de  lignes  sura- 
bondantes. 

Toutes  les  fois  qu'une  figure  formée  de  m  lignes  et  contenant 
A  lignes  surabondantes  peul  être  constituée  en  solide  d'égale  résis- 
tance,  elle  le  peut  d'une  fruple  infinité  de  manières. 

Lorsqu  un  système  de  barres  contenant  des  lignes  surabondantes 
satisfait  aux  conditions  nécessaires  pour  qu'on  puisse,  d'une  ma- 
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nière,  et,  par  suite,  d'une  infinité  de  manières,  le  constituer  en 
solide  d'égale  résistance,  il  existe  nécessairement  un  système 
formé  par  une  partie  seulement  des  barres  données  ne  contenant 
pas  de  lignes  surabondantes  et  tel  que,  disposé  en  système  d'égale 
résistance,  il  dépense  exactement  le  même  volume  de  matière  que 
le  système  complet. 

L'auteur  termine  en  appliquant  ces  résultats  aux  différents  sys- 
tèmes de  poutres  :  les  conclusions  qui  résultent  de  ces  calculs  sont 
extrêmement  nettes  et  donnent  des  indications  très-précises  sur  la 
valeur  des  différents  systèmes.  G.   D. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

JOURNAL  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  publié  par  J.  Liouville  ('). 
■i*  Série,  t.  XIX;  1874. 

Dakbocx  (G.). —  Sur  les  séries  dont  le  tenue  général  dépend 
de  deux  angles  et  qui  servent  à  exprimer  des  fonctions  arbi- 
traires entre  des  limites  données.  (18  p.) 

Dirichlet  a  le  premier  démontré  d'une  manière  rigoureuse,  dans 
un  célèbre  Mémoire  inséré  au  tome  17  du  Journal  de  Crelle,  que 
toute  fonction  continue  ou  discontinue  de  deux  angles  9  et  <j>,  qui  est 
assujetti^ seulement  à  ne  pas  devenir  infinie,  est  toujours  déve- 
loppable  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  ces  fonctions 
de  deux  angles,  que  les  géomètres  désignent  sous  le  nom  de  fonc- 
tions Y„.  Depuis,  dans  un  nouveau  travail,  lu  en  i85o  à  l'Aca- 
démie de  Berlin,  et  dont  une  traduction  française  a  paru  au  tome  II 
(2e  série)  de  ce  Journal,  il  a  étendu  ses  premières  recherches  en  lesap- 
pliquant  à  la  solution  d'un  problème  très-important  dans  la  théorie 
du  potentiel,  et  connu  sous  le  nom  de  Problème  de  Gauss. 
Toute  la  difficulté  des  deux  j^roblèmes  traités  par  Dirichlet  con- 
siste à  démontrer  la   convergence  et  à  déterminer  la  somme  des 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  i25. 

rinIL  ,/.-<  .f,">.,rv<  mathém.  et  aslron.,  t.  VIII.  ^Janvier   |S"5.) 
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deux  séries  suivantes  : 


(A) 


(B) 


j  Y2-^  f*sin0'd6'  f**f(tf,tf) 

P„[cosScos6'-f-  sin0sin6'cos(o  —  ip'     rfo', 

iI(2,4^X%in5''/6'X"/(5''9') 

'     P„[cos5cos9'+ sinô  sin5' cos('j  —  o'     <IJ . 


Dans  ces  deux  séries  P„  désigne  la  fonction  X„  de  Legendre, 
dans  laquelle  on  a  remplacé  l'argument  x  par 

cos0  cosë'  -t-sinSsin6'cos(o  —  -    . 

La  première  a  été  aussi  considérée  par  M.  O.  Bonnet  au 
tome  \\  II  (iro  série)  de  ce  Journal. 

M.  Darboux  substitue  aux  différentes  méthodes  employées  par 
Dirichlet  et  M.  O.  Bonnet,  d'autres  démonstrations  qui  lui  parais- 
sent aussi  rigoureuses  et  plus  simples.  Il  étend  ces  démonstrations 
au  cas  où  le  facteur  2  //  +  1  de  chaque  terme  est  remplacé  par  une 
puissance  entière  quelconque    2«-f-i  ". 

Tchebychef  (P.  ). —  Sur  les  quadratures .  (16  p.) 
Dans  son  Cours  d  Anah  se  de  /'Ecole  Polytechnique,  M.  Her- 
mite  a  fait  connaître  une  méthode  nouvelle  pour  évaluer  approxi- 
mativement la  valeur  de  l'intégrale 


f 


1 o{x)dx 
\ji  —  x- 


Daus  la  formule  de  M.  Hermite,  toutes  les  valeurs  de  s  (.r)  entrent 
avec  un  même  coefficient.  D'après  cela,  M.  Tchebychef  s'est  proposé 
la  question  suivante  : 

Etant  donnée  la  fonction  F(x),  on  cherche  à  exprimer  avec  la 
plus  grande  approximatiun  possible  1  intégrale 


»  —  1 


|        F{x)o{x)dx, 

quelle  que  soit  la  fonction  a  \v).  par  la  formule 
K[o{x,)-l-y  .v.   +...  +  o(x„)], 
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où  K,  xt,  xs,...,  absout  les  mêmes  pour  toute  fonction  &(x).  Voici 
la  règle  fort  simple  à  laquelle  il  est  conduit.  La  constante  K  est 
déterminée  par  la  formule 

K  =  -    (       F(x)dx, 

et,  en  posant 

f[z)  =  [z  —x^iz  —  x,)..  .{z  —  x„), 
on  a 

C  étant  une  constante,  et  le  signe  E  indiquant  que  l'on  ne  prend 
(|ue  les  puissances  non  négatives  de  z  dans  le  développement  de 
l'exponentielle  suivant  les  puissances  descendantes  de  z. 

Le  Mémoire  se  termine  par  diverses  applications  et  par  quelques 
remarques  sur  le  cas  spécial  qui  a  fait  l'objet  des  recherches  de 
M.  Hermite. 

Jordan  (C).  —  Mémoire  sur  les  formes  billnéaires.  (20  p.) 
L'auteur  se  propose  de  réduire  les  questions  suivantes  : 
1"   Etant  donné  un  polynôme  bilinéaire 

P  =  \  ka$x*y$,     [x,  (3  =  1,2,. .  .,n), 

les  ramener  à  une  forme  canonique  simple  par  des  substitutions 
orthogonales  opérées  les  unes  sur  les  variables  j',,  ,r2, ...,  x,n 
les  autres  sur  les  variables  >,,  j\>,  ...,)„. 

30  Ramener  P  à  une  forme  simple  par  des  substitutions  quel- 
conques linéaires,  mais  opérées  simultanément  sur  les  deux  séries 
de  variables. 

3°  Ramener  simultanément  à  une  forme  simple  deux  polynômes 
bilinéaires  P,  Q  par  des  substitutions  linéaires  quelconques,  opé- 
rées isolément  sur  les  deux  séries  de  variables. 

L'auteur  est  revenu  sur  ces  questions.  (  /  oir  plus  loin.) 

Liouville  (J.).  — ■  Sur  une  intégrale  t/r/i/tit-.  (  1  p.) 

I'w.win  (L.).  —  Etude  d'un  système  de  rayons.  (56  p.) 
Ce  travail  a  pour  objet  un  système  très-remarquable  de  rayons, 
du  quatrième  ordre  et  de  la  quatrième  classe,  qui  se  présente  dans  le 
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complexe  du  second  ordre,  dont  M.  Painvin  s'est  précédemment 
occupé  (Nouvelles  Annales,  t.  X,  2e  série,  p.  4o,5  97i  20a,  etc., 
iSjn,  et  Bulletin,  t.  II,  p.  368'.  Il  en  détermine  les  foyers, 
les  plans  locaux,  la  surface  focale,  qui  sont  très-remarquables;  en 
un  mot,  il  fait  la  théorie  complète  de  ce  système  de  rayons. 

GounivEiuE  (de  la).  —  Mémoire  sur  l  enseignement  des  Arts 
graphiques.  (16  p.) 

Ce  Mémoire  a  paru  dans  les  Annales  du  Conservatoire  des  Arts 
et  Métiers.  Désirant  soumettre  les  considérations  qu'il  contient  a 
l'appréciation  des  géomètres,  M.  de  la  Gournerie  a  demandé  à 
M.  Liouville  son  insertion  dans  le  Journal  de  Mathématiques . 
Voici  le  préambule  du  travail  : 

u  Dans  l'organisation  des  études  à  l'Ecole  des  Travaux  publics  et 
ensuite  à  l'Ecole  Polvtcclmique,  Monge  a  établi  renseignement 
des  Arts  graphiques  sur  une  base  nouvelle.  Il  a  présenté  le  trait  de 
la  coupe  des  pierres  d'une  manière  abstraite,  et  l'a  érigé,  sous  le 
nom  de  Géométrie  descriptive,  en  trait  universel.  Ensuite  la  Stéréo- 
tomie, considérée  comme  simple  application  de  la  Géométrie  des- 
criptive, a  été  professée  avant  toutes  les  autres  parties  de  l'archi- 
tecture. 

»  Ces  modifications  aux  méthodes  suivies  ont  été  successivement 
adoptées  par  la  plupart  des  établissements  d'instruction. 

»  Je  me  propose  de  rechercher  si  les  adhésions  aux  idées  de  Monge 
ont  été  unanimes,  et  si  les  résultats  obtenus  sont  aussi  favorables 
qu'on  l'avait  espéré.    » 

La  première  Partie  est  intitulée  :  «  Stéréotomie,  coupe  des 
pierres  »  ;  la  deuxième  :  «  Examen  de  l'article  de  Monge  sur  l'emploi 
des  lignes  de  courbure  en  Stéréotomie  ».  L'auteur  traite  ensuite  de 
la  coupe  des  bois,  du  dessin  géométrique,  de  la  perspective  cava- 
lière, des  représentations  ombrées,  et  enfin  des  Arts  graphiques 
divers.  Enfin  la  conclusion  du  Mémoire  contient  la  réponse  très- 
aette  aux  questions  posées  dans  le  préambule  du  travail. 

Tchebychef  (P.).  —  Sur  les  valeurs  limitesdes  intégrales.  (4  p.) 

Zoi.otareff  (G.)  —  Sur  la  méthode  d'intégration  de  M.  Tche- 
bj  chef.     28  p.) 

Article  reproduit  des  Mathematisclie  Anna/en,  t.  Y. 
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Liol'ville  (J.).  — Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Besge. 

(a  p.) 
Remarques   intéressantes  sur  un   Mémoire  posthume  d'Euler  . 

Quatuor  theoremata  notatu   digna  in  Calcula  integrali.  [Nova 

Acta  y/cad.  Petrop.,  1789. 

Besge.  —  Réponse  à  la  Lettre  précédente.   '1  p.) 

Clausius  (R-). —  Sur  un  nouveau  principe  de  Mécanique,  re- 
latif aux  mouvements  stationnaires.   (28  p.) 

Brisse  (Ch.).  —  Sur  le  déplacement  fini  quelconque  d  une 
figure  de  forme  invariable .   [44  p) 

Dans  ce  Mémoire  se  trouvent  établis  les  théorèmes  publiés  sans 
démonstrations  par  M.  Chasles,  en  1861  ';.  L'auteur  suit  pas  à 
pas  les  propositions  de  M.  Chasles  et  les  établit  en  général  par  une 
méthode  fort  simple.  Voici  les  titres  des  principales  Sections  : 

I.  Propriétés  relatives  au  déplacement  d'une  figure  dans  son 
plan. 

II.  Propriétés  relatives  à  deux  figures  symétriques  placées  d'une 
manière  quelconque  dans  le  même  plan. 

III.  Déplacement  d'une  ligne  droite  dans  l'espace. 
Le  Mémoire  sera  continué. 

Mathieu  (E.).  —  Mémoire  sur  les  équations  différentielles 
canoniques  delà  Mécanique.    42  P-) 

Dans  la  première  Partie  de  ce  travail,  l'auteur  examine  diffé- 
rents changements  de  variables  par  lesquels  on  peut  passer  d'un 
système  canonique  à  un  autre  système  de  même  forme,  et  il  dis- 
cute en  particulier  les  procédés  que  Jacobi  a  donnés  pour  cet  objet, 
dans  son  Ouvrage  posthume  sur  la  Dynamique. 

Il  donne  aussi  une  théorie  des  perturbations  et  plusieurs  pro- 
priétés de  la  fonction  qu'on  représente  en  Analyse  par  le  sym- 
bole (a,  V  . 

Lamé  (G.). — Sur  les  surfaces  isothermes  paraboloïdales.  (12p.) 

Ce  Mémoire,  remis  à  M.  Liouville,  en  i844i  a  été  oublié  par  son 

illustre  auteur.   C'est  avec  plaisir  qu'on  accueillera  la  publication 


(  '  )  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  Ll  et  LU  :  «  Propriétés 
relatives  au  déplacement  fini  quelconque  dans  l'espace  d'une  ligure  de  forme  invariable.  » 
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qu'on  doit  aux  soins  de  M.  Liouville.  Il  a  pour  objet  de  trouver  les 

surfaces  isothermes  comprises  dans  l'équation 

ilx  -4-  m  y-  -h  ns'=  i. 

Lamé  trouve  ainsi  les  trois  familles  de  paraboloïdes  orthogonaux; 
comme  application,  il  calcule  le  volume  compris  entre  deux  para- 
boloïdes convenablement  choisis. 

Tchebychef  (P.)-  — Sur  les  fonctions  q  ui  diffèrent  le  moins  pos- 
sible de  zéro.  (28  p.) 

Voici  en  quoi  consiste  le  problème  résolu  d'une  manière  très- 
simple  dans  ce  nouveau  travail  : 

Déterminer  les  polynômes  de  la  forme 

xm -t-  A, x'"~'  -+-  A, x""2  -h  ...  -1-  k.m—tX  -h  A„, 

qui,  sans  cesser  de  croître  ou  de  décroître  constamment  entre  deux 
limites  données,  par  exemple  -+-  1  et  • — ■  1,  ont  dans  cet  intervalle 
leur  valeur  absolue  la  plus  grande  le  plus  rapprochée  possible  de 
zéro.  La  solution  complète  s'obtient  par  la  considération  de  fonc- 
tions  ayant  une  grande  analogie  avecles  polynômes  X„  de  Legendre. 
cl  considérées  par  Jacobi,  dans  son  Mémoire  posthume  intitulé  : 
Untersuchungen  ûber  die  Dijferentialgleichung  der  hjpergeo- 
metrischen  Reihe  (tome  III  de  ses  Œuvres 

Darboux  (G.). —  Mémoire  sur  la  théorie  algébrique  des  formes 
quadratiques.  (5op.) 

Ce  travail  constitue  une  rédaction  de  recherches  présentées  le 
28  février  1874  à  la  SociétéPhilomathique,  et  le  1 1  mars  1874  à  la 
Société  Mathématique;  il  traite  surtout  de  l'étude  d'une  classe  de 
formes  contrevariantes  contenant  plusieurs  séries  de  variables,  et 
qu'on  peut  définir  comme  il  suit  :  Etant  donnée  une  forme  qua- 
dratique 

f=\   \  anXiX/,,     (/,/i—  1,2 n), 

I  invariant  ou  déterminant  de  cette  forme  est  le  déterminant 
$«=  \±a„a2J.  .  .  aim. 
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Le  premier  contrevariant  <t>  à  lui  adjoindre  sera  l'invariant  de 
/  +  t,  (X,ar,  +  X2ar,4- . .  .  +X„x„), 

considéré  comme  forme  quadratique  de  .r,,. . .,  x„,  t,.  Ce  premier 
contrevariant  est  la  forme  adjointe  de  Gauss.  Les  suivants  sont  de 
même  les  invariants  des  formes 

f-h-t,{Xlx,-{-. . .  -4-Xia?,,)-+-/i(X.îa?,  4-  \;,xn)  +. . . 

H-  /({\';x,4-.  .  .  +  X*jc«), 

considérées  comme  dépendantes  des  ra  +  A"  variables 

x,,x., .  .  .  ,x„;  t\,U, . .  . ,  tu. 

Au  moyen  de  ces  formes  et  de  leurs  polaires  on  peut  écrire  la  dé- 
composition en  carrés  la  plus  générale,  classer  les  formes  quadra- 
tiques, etc. 

La  réalisation  de  la  décomposition  en  carrés  la  plus  générale 
permet  d'établir  pour  la  première  fois,  d'une  manière  tout  à  fait 
rigoureuse,  un  théorème  dont  on  a  fait  de  nombreuses  appli- 
cations. 

Si  les  coefficients  d'une  forme  quadratique  sont  des  fonctions 
d'une  variable  X,  et  si,  lorsque  X  a  varié  de  X0  à  X(,  le  nombre  des 
carrés  positifs  de  la  forme  a  augmenté  ou  diminué  de  />,  il  y  a  au 
moins  p  racines  réelles,  comprises  entre  X0  et  X,,  de  l'équation  qu'on 
obtient  en  égalant  l'invariant  de  la  forme  à  zéro.  En  outre,  dans 
ce  nombre  p,  le  degré  de  multiplicité  d'une  racine  peut  s'évaluer 
d'après  l'ordre  des  premiers  mineurs  de  l'invariant  qu'elle  n'an- 
nule pas  tous.  Ainsi  une  racine  double  devra  être  comptée  comme 
simple  si  elle  n'annule  pas  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de 
l'invariant,  etc. 

Comme  l'équation  finale  résultant  de  l'élimination  d'une  in- 
connue y  entre  deux  équations  à  deux  inconnues  x,  y  se  présente 
sous  la  forme  d'un  déterminant  symétrique,  on  peut  considérer  le 
premier  membre  de  cette  équation  comme  l'invariant  d'une  forme 
quadratique,  et  par  suite  lui  appliquer,  pour  reconnaître  la  réalité 
de  ces  racines,  le  théorème  précédent.  L'auteur  fait  une  applica- 
tion de  cette  méthode  à  la  démonstration  du  principe  fondamental 
de  la  théorie  des  équations. 
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La  seconde  Partie  contient  l'étude  d'une  question  qui,  dans 
ces  derniers  temps,  a  fait  l'objet  des  recherches  de  plusieurs  géomè- 
tres. Etant  données  deux  formes  y,  çp,  reconnaître  si  par  une  même 
substitution  elles  peuvent  être  transformées  en  deux  autres  formes 
/*',  ©'.  La  solution  a  déjà  été  donnée  par  M.  Weierstrass,  pour  le 
cas  où  l'invariant  def-h  }çp  n'est  pas  identiquement  nul.  L'auteur 
retrouve,  par  une  méthode  qui  a  plusieurs  points  d'analogie  avec 
celle  de  l'inventeur,  les  formes  réduites  de  M.  Weierstrass;  puis  il 
s'occupe  du  cas  où  l'invariant  de  /'-+-?/.>  est  nul,  quel  que  soit  X, 
cas  dont  l'étude  avait  été  commencée  par  M.  Kxonecker,  et  qui 
dans  ces  derniers  temps  a  donné  lieu  à  de  nouveaux  travaux  et  à 
une  polémique  entre  MM.  Kronccker  et  Jordan.  (  /  oir  les  Comptes 
rendus  des  séances  des  Académies  de  Berlin  et  de  Paris.)  iNous 
n'entrerons  pas  dans  l'examen  de  cette  polémique,  et  nous  nous 
contenterons  de  faire  remarquer  que  l'analyse  contenue  dans  ce 
*  Mémoire  établit  que  la  condition  nécessaire  de  l'équivalence  de  deux 
groupes  ( /",  o),  (/',  a"  réside  dans  l'identité  de  leurs  formes  ré- 
duites, telles  qu'elles  avaient  été  données  auparavant. 

Jordan  (C).  —  Mémoire  sur  la  réduction  et  la  transformation 
des  s)  sternes  quadratiques.  (26  p.) 

Dans  la  Section  I  de  ce  Mémoire,  l'auteur  donne  une  méthode  pour 
réduire  à  une  forme  canonique  un  système  de  deux  formes  réduites. 

H  montre  ensuite  (§  II)  que,  pour  que  deux  semblables  systèmes 
soient  équivalents,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  réduites  soient  iden- 
tiques. 

Il  reste  à  déterminer,  dans  le  cas  de  l'équivalence,  toutes  les 
substitutions  qui  transforment  les  systèmes  l'un  dans  l'autre.  L'une 
d'elles  est  fournie  immédiatement  par  le  procédé  de  la  réduction. 
Pour  obtenir  les  autres,  il  sullit  de  déterminer  toutes  les  substitu- 
tions qui  transforment  l'un  de  ces  systèmes  en  lui-même. 

Ce  problème  est  résolu  dans  la  Section  III,  et  l'auteur  montre 
que  toutes  ces  substitutions  résultent  de  la  combinaison  de  certaines 
substitutions  simples,  déterminées  a  priori. 

Besge.  —  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Liouri/le.     1  p.) 
Soil 

Vl-22  COS.T  +  X- 
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on  a 

A=  n  fjasWx)    ^ 
2      Jo    y/' — «2sin'.r 

Molins  (H.)-  —  De  la  détermination  sous  forme  inl curable  des 
équations  des  courbes  dont  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon  de 
torsion  sont  liés  par  une  relation  donnée  quelconque .  (27  p.) 

L'auteur  se  propose  d'établir  que  ce  problème  se  ramène  toujours 
à  des  quadratures,  et  il  applique  sa  méthode  générale  à  des  exem- 
ples variés. 


NOUVELLES  ANNALES   de  Mathématiques,   rédigées  par  MM.   Gerono  et 
Ch.  Brisse. 

T.  XIII;   187}  (■). 

Laurent  (H.).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  exponentielles. 
(5  p.) 

L'auteur  présente  quelques  remarques  critiques  sur  la  définition 
et  la  théorie  élémentaire  de  la  fonction  a*:  telle  qu'elle  est  géné- 
ralement acceptée:  mais  la  marclie  nouvelle  qu'il  propose  nous 
parait  bien  loin  d'égaler,  sous  le  rapport  de  la  rigueur  et  de  la  sim- 
plicité, celle  rjui  est  adoptée  depuis  si  longtemps. 

André  (D.).  —  Note  sur  les  bissectrices  d'un  triangle.  (2  p.) 

Cuosnier.  —  Sections  circulaires  des  surfaces  du  second  degré. 

(3  P.) 

Pic  art  (A.).  —  Série  de  Taylor.  (3p.) 

On  sait  que  M.  Caqué  a  réussi  à  exposer  d'une  manière  rigou- 
reuse la  méthode  par  laquelle  Taylor  a  déduit  de  la  théorie  des 
différences  finies  la  série  qui  porte  son  nom.  M.  Picart  expose  la 
méthode  donnée  par  M.  Caqué,  mais  en  la  présentant  sous  un 
autre  point  de  vue  et  en  lui  donnant  une  forme  aussi  directe  et 
aussi  simple  que  possible. 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  178. 
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Moutieb  J.).  —  Sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  sur- 
face des  coi  fis  conducteurs.     2  art.,  11  p. 

Démonstrations  nouvelles  des  théorèmes  sur  l'attraction  dus  à 
M.  Chasles,  à  Poisson,  à  Laplace. 

Bellavitis  (G.).  —  Exposition  de  la  méthode  des  équipol- 
lences,  traduite  de  l'italien  par  M.  Luisant.   '5  art.,  49 P-) 

Suite  des  articles  dont  nous  avons  déjà  parlé.  _\ous  saisirons 
cette  occasion  pour  indiquer  que  ces  articles  onl  été  réunis  en  un 
élégant  volume  faisant  partie  de  la  série  des  actualités  scientifiques 
de  VI.  I  iauthier-Villars. 

Catalab     E.  .  —  Extrait  d'une  Lettre. 

Indication  d  une  méthode  simple  propre  à  démontrer  la  formule 
du  binôme.  La  série 

m 

r  =  iH x  -!-. . . 

1 

satisfait  à  l'équation  différentielle 

(1  —  x  y  -  ;  mr. 

Picart  \.|.  — Développement  d  une  fonction  suivant  lespuis- 
sances  ascendantes,  entières  et  positives  d  une  autre  fonction. 
Série  de  Tajlor.  Série  de  Lagrange.    14  p 

Realis     S.  .  —  Sur  l'intégrale  I  cosx-'"+'  dx.  (5  p.) 

Expression  simple  du  développement  de  cette  intégrale. 

Ciie\  11.1  ir.T.  —  Note  sur  l  attraction  proportionnelle  à  la  dis- 
tance.   2  p. 

PAIMVia  (L.).  —  Axes,  plans  cycliques,  etc..  dans  les  surfaces 
du  second  ordre.    i5  p.) 

Le  but  principal  de  cet  article  est  de  présenter  l'explication  des 
difficultés  <t  des  paradoxes  qu'on  rencontre  dans  cette  théorie,  en 
tenant  le  plus  grand  compte  des  éléments  imaginaires,  dont  l'in- 
troduction seule  peut  expliquer  ces  difficultés. 

Amu-.i:  il).  .  —  Note  sur  la  méthode  des  isopérimètres  {dans  le 
calcul  de  r.   .  (2  p." 
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L'auteur  établit  deux  théorèmes  relatifs  l'un  à  la  suite  indéfinie 
des  ravons,  l'autre  à  la  suite  des  apothèmes. 

Laurent  (H.).  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre.  (8  p.) 

L'auteur  présente  quelques  remarques  sur  le  cas  où.  l'équilibre 
n'étant  pas  stable,  il  peut  cependant  se  produire  des  mouvements 
infiniment  petits,  pourvu  qu'on  choisisse  convenablement  les  con- 
dition.-, initiales  autour  de  la  position  d'équilibre. 

Teansom  A.  .  —  Réflexions  sur  l'événement  scientifique  d'une 
formule  publiée  par  Wronskien  18 12  et  démontrée  par  M.  (  en - 

le\   en  i8j3.  (i3  p.) 

M.  Transon,  dans  cet  article  si  intéressant,  expose  quelques-unes 
des  idées  de  Wronski  et  propose  aux  géomètres  de  reviser  le  juge- 
ment porté  par  les  Commissaires  de  l'Institut  en  181 1  sur  les  tra- 
vaux de  \\  ronski.  On  sait  que  A\  ronski  attaquait  la  Théorie  des 
fondions  anal)  tiques  de  Làgrange,  et  voici  comment  M.  Transon 
rend  compte  des  idées  principales  sur  lesquelles  s'appuyait  \\  rond  i. 
«  Làgrange  voulait  placer  les  principes  du  Calcul  différentiel  dans 
les  coefficients  d'un  développement  particulier  des  fonctions,  du 
développement  qui  procède  suivant  les  puissances  de  la  variable, 
développement  dont  la  possibilité  et  surtout  l'universalité  n'étaient 
pas  même  justifiables  a  priori,  au  lieu  que,  par  la  loi  des  séries,  on 
voit  que  le  Calcul  différentiel  établit  non-seulement  la  possibilité, 
mais  aussi  l'existence  et  même  la  détermination  précise  des  coeffi- 
cients d'une  infinité  de  développements,  dont  le  développement, 
suivant  les  puissances  de  la  variable,  n'est  qu'un  cas  particulier. 
Donc  c'est  dans  le  Calcul  différentiel  qu'il  faut  voir  les  principes 
de  tous  ces  coefficients,  et  nullement  dans  quelques-uns  de  ces 
coefficients  qu'il  faut  voir  les  principes  du  Calcul.  » 

Une  discussion  précise  et  complète  de  la  question  à  l'examen  de 
laquelle  M.  Transon  convie  les  géomètres  serait  à  coup  sur  fort 
intéressante;  mais  elle  montrerait  quels  sont  les  progrès  que  l'Ana- 
lyse doit  à  1  introduction  et  à  l'emploi  systématique  des  variables 
imaginaires.  Une  objection  commune  peut,  en  effet,  être  adressée  à 
ce  point  de  départ  de  Làgrange  et  à  celui  de  Wronski.  La  conver- 
gence des  développements  employés  a'esl  nullement  démontrée 
dans  la  méthode  de  Wronski.  et  il  ne  restera  des  travaux  de  ce 
dernier  géomètre  que  quelques  formules  d'analyse  combinatoire, 
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"quelques  développements  en  série  dont  il  a  trouvé  la  loi,  et  dont 

la  convergence  s'établira  sans  aucune  peine  comme  conséquence 

des  travaux  de  Caueliv  et  de  ses  successeurs. 

Awdré  J).).  —  Sur  une  formule  d\-fiithmetique.  (4  p.) 
Combien  de  fois  le  nombre  premier/)  cntre-t-il  comme  facteur 
dans  le  produit  des  n  premiers  nombres 

Chevilliet.  —  Note  sur  le  développement  en  série  de  are  sin.r 
au  moj  en  de  la  formule  de  Maclaurin.    3  p. 

Calcul  du  reste  et  démonstration  du  l'ait  qu  il  tend  vers  zéro. 

PlCART  A.).  — ■  Problème  de  Huyghens.  (8  p.) 
«  Soient  tant  de  corps  qu'on  voudra,  parfaitement  élastiques  et 
rangés  en  ligne  droite  :  le  premier  vient  choquer  le  second  avec  une 
vitesse  donnée  r:  le  deuxième,  avec-  la  vitesse  communiquée  par  le 
premier,  choque  le  troisième;  celui-ci  avec  sa  vitesse  acquise  choque 
le  quatrième,  et  ainsi  de  suite;  les  masses  du  premier  et  du  dernier 
étant  données,  trouver  celles  que  doivent  avoir  les  corps  intermé- 
diaires, pour  que  le  dernier  reçoive  la  plus  grande  \  itesse  possible. 
Ce  problème  a  été  proposé  et  résolu  pour  la  première  lois  par 
Huyghens  (1669),  dans  le  cas  particulier  de  trois  corps.  D'autres 
géomètres  ont  étendu  sa  solution  à  un  nombre  quelconque  de  corps, 
mais  san-  se  préoccuper  des  caractères  analytiques  qui  assurent 
l'existence  du  maximum  ou  du  minimum.  Lagrange,  le  premier 
Mémoires  de  Turin,  ij5g):  démontra,  dans  le  cas  général.  1  exis- 
tence du  maximum,  en  appliquant  à  ce  problème  une  méthode 
nouvelle  de  recherche  des  maxima  et  minima  des  fonctions  de  plu- 
sieurs variables.  Seulement  il  se  borna  à  vérifier  les  conditions  du 
maximum  pour  trois  masses  intermédiaires,  en  ajoutant  :  «  Au 
»  reste,  dans  ce  problème,  quel  que  soit  le  nombre  des  masses,  on 
trouvera  les  conditions  du  maximum  toutes  remplies,  si  l'on  veut 
»  bien  prendre  la  peine  de  pousser  plus  loin  le  calcul.  »  C'est  cette 
généralisation  que  je  me  propose  de  faire  ici.  dit  l'auteur,  pour  un 
nombre  quelconque  n  de  masses  intermédiaires.  » 

K  enig     I .  .  —  Z\  ouvelle  démonstration  du  théorème  de  Taj  loi. 
(3P.) 

Lai  rent    II.  .  —  Sur  un  théorème  relatif  à  lu  théorie  des  en- 
veloppes,    j  p.) 
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Supposons  que  />,,  />2i  p%i-  ■  ■  désignent  les  distances  normales 
d'un  plan  P  à  des  surfaces  fixes  S,,  S2,  Ss,...,  et  que  l'on  ait  entre 
les  quantités  /?,,  jt>2,.  . .  la  relation 

f{pt,pup3,---)=o. 

En    vertu  de  cette  relation,  le  plan  P  enveloppera  une  surface. 

Voici  la  construction  très-élégante  du  point  de  contact  de  ce  plan 

avec  son  enveloppe,  donnée  par  M.  Laurent  : 

^        •       -,  1  1  •   -  1  (If     ilf 

Ce  point  de  contact  est  le  centre  de  gra\  ite  des  niasses  ~ — ,  —, — ,  •.-, 
r  dpx    dj): 

appliquées  aux  points  où  les  droites  pu  /■>,,.  . .  rencontrent  le  plan 

mobile. 

Paimvin  (L.). —  IVote  sur  la  méthode  d' élimination  de  Bëzout. 

(7P-) 

Il  s'agit  de  la  méthode  abrégée  que  Bezout  a  fait  connaître  pour 

le  cas  de  deux  équations    M.  Painvin  présente  le  calcul  détaillé  des 

éléments  du  déterminant  qui  forme  la  résultante,  et  il  en  signale 

différentes  propriétés. 

Niewenglowski  (G.-H.).  —  Combinaisons  complètes.  (4  p.) 

L'auteur  indique  comment  on  peut  les  former  et  quel  en  est  le 
nombre. 

Chabanel  (Ch.).  — Sur  un  problème  d' analyse  indéterminée 
relatif  au  tétraèdre.  (3  p.) 

Trouver  un  tétraèdre  ayant  parmi  ses  angles  solides  un  trièdre 
trirectangle,  et  dont  les  six  arêtes  soient  mesurées  par  des  nombres 
entiers. 

Tuanson  (A.).  —  Loi  des  séries  de  Tf'ronski ;  sa  Phoronomie. 
(«3P.) 

L'auteur  donne  la  démonstration  de  la  loi  des  séries,  telle  que 
Wronski  l'a  fait  connaître,  et  il  observe  que  Wronski,  bien  avant 
Ampère,  avait  établi  la  nécessité  d'une  science  qu'il  appelle  Pho- 
ronomie, ayant  pour  objet  l'étude  des  lois  du  mouvement,  abstrac- 
tion faite  des  forces  qui  le  produisent. 

Lemomnier  (H.).  —  JYole  sur  la  détermination  des  foyers  dans 
les  lignes  du  second  degré  et  les  surfaces  de  révolution.  (i3  p.) 

Lionhet.  —  Note  sur  une  question  de  Géométrie  élémentaire. 

(3  p.) 
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Pic  art  ''A.).  —  Série  de  Taj  lor.   (14  p. 

Démonstration  de  cette  série  dans  le  cas  où  l'argument  est  ima- 
ginaire. 

La  tsA  vr    V.).  — ■  Sur  les  rayons  de  courbure  des  courbes  planes . 

(>4p-) 

L'objet  de  celte  Note  est  de  déterminer  nue  construction  gra- 
phique permettant  de  construire  sur  un  plan  le  rayon  de  courbure 
d'une  section  plane  par  l'emploi  d'une  courbe  auxiliaire. 

BoUGAÏEF.  —  Problèmes  sur  quelques  fonctions  numériques.    1  p.) 
Moswiot.  —  Sur  le  tore  et  lu  sphère  bilungeiite.  [i  p.) 
Maleyx  (L.).  — ■  Séparation  des  racines  des  équations  à  une 
inconnue.    4  P-) 

CoLLiooiv  (E.).  —  Méthode  pour  construire  avec  autant  d'ap- 
proximation qu  on  voudra  un  triangle  équivalent  à  un  secteur 
donné.    Z  p.) 

Cette  méthode  a  été  l'objet  d'une  Communication  de  l'auteur 
au  Congrès  de  l'Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences 
a  Lyon,  en  août  i8j3.  (/  oir  aussi  la  Statique  de  l'auteur, p.  ">~~ 
et  suivantes.) 

Sai>t-(  Ir.i'.M.u.x  A.  de).  —  Des  cas  oit  I  on  peut  résoudre  I  é- 
quation  du  second  degré  par  approximations  successives.     .\  p. 

On  connaît  la  méthode  employée  quand  le  coefficient  du  carré  de 
l'inconnue  est  très-petit.  L  auteur  examine  quelles  sont  les  valeurs 
de  ce  coefficient  pour  lesquelles  la  méthode  est  applicable. 

Maleyx  (L.).  —  Quelques  théorèmes  de  Géométrie,  suivis  d'une 
étude  géométrique  sur  1rs  propriétés  de  la   strophoïde.    (2  art., 

25  p. 

l'ui  se  vue.  —  Démonstration  nouvelle  des  propriétés  d<<  l'indi- 
catrice il  uiir  surface,    y  p.) 

Schroter.  —  De  lit  construction  du  polygone  régulier  de  dix- 
sept  côtés.    1  2  p. 

Ligdine.  — Essai  d' une  classification   des  engrenages.  (10  p.' 

Lefébure  i>e   Fotjrcy.   —  Sur  les  coniques  bitangentes  à    une 

autre  co/iique.  (5  p.) 
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Catalan  (E.) .  —  Propositions  relatives  à  la  théorie  des  nombres. 

(5  p.) 

Dostor  (G.).  —  Note  relative  au  rayon  de  la  sphère  circon- 
scrite au  tétraèdre,  en  valeur  des  arêtes.  (5  p.) 

Libin  (J).  —  Caractères  généraux  de  la  divisibilité  d'un 
nombre  par  un  diviseur  quelconque  A.  (2  p.) 

Harkema  (C).  —  Sur  un  cas  particulier  d'intégration  de  l'é- 
quation 

f[x,  y)  dx  +  9  [x,  x)df=  o. 

L'auteur  étudie  dans  quel  cas  on  peut  rendre  cette  équation  ho- 
mogène par  la  substitution 

x  =  ul,    y==  v' . 

(4p-) 

Vachette. —  Permutations  rectilignes  de  iq  lettres  égales  deux 
à  deux,  quand  deux  lettres  consécutives  sont  toujours-  distinctes. 

(10  p.) 

Dostor  (G.).  —  Expression  en  déterminant  de  la  surface  d'un 
quadrilatère  en  valeur  des  coordonnées  de  ses  quatre  sommets 
consécutifs.  (4  p) 

Dostor  (G.).  —  Tétraèdre  dont  les  six  arêtes  sont  tangentes  à 
une  même  sphère.  (5  p.) 

Coninck  (G.  de).  — ■  Lois  nouvelles-des  puissances  des  nombres. 

Cokinck  (G.  de).  —  Propriétés  nouvelles  des  fractions  déci- 
males périodiques. 

Laisant  (A  ).  —  Note  sur  l'enveloppe  d'un  système  de  courbes 
planes.  (2p.) 

Laisant  (A.).  —  Sur  la  loxodromie  d'une  surface  de  révolu- 
tion quelconque.  (3  p.) 
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GIORNALE  Dl  MATEMATICHE,  pubblicato  per  cura  di  G.  Battaglim  ('). 

ï.  XII:  1874. 

Iîesso  (D.).  —  Sur  l'intégrale  I  F  (or)  logxdx  prise  entre  des 

limites  réelles  et  positives,  F(.r)  étant  une  Jonction  rationnelle. 
,14  p.) 

L'auteur  parvient  à  ce  résultat,  que  l'intégrale  1  -. \ovLxdx* 

J f{x)     ' 
prise  entre  des  limites  réelles  et  positives,  et  clans  laquelle  y  et  f 
représentent  îles  fonctions  entières,  pourra  s'exprimer  en  termes 
Unis  au  moyen  des  logarithmes  et  des  trois  fonctions 

J0         l  +  X 

Il    l,c)     :pog('+*V*, 

Jo  c  -•-  * 

,  ro      ,         T''3  arctanii.ri/.i' 
L  S.  c  )=■  I  — ' 

:  et  c  étanl  des  quantités  réelles  et  positives. 

i.S(  hieri     F.  .  —  Sur  les  systèmes   de   droites   dans   l'espace. 

:  p- 

Suite  d'une  Note  précédente  (!),  dans  laquelle  l'auteur  étudie 
une  réciprocité  entre  les  complexes  linéaires  de  deux  réseaux. 

lii  1  1  im  (F.).  —  Article  bibliographique,  relatif  aux  Mémoires 
du  P.  Chelini  «  Sur  la  composition  géométrique  des  systèmes  de 
droites,  d  aires  et  de  points  »,  et  «  Sur  la  nouvelle  Géométrie 
îles  complet  es    ■'     11 .  1  5  p,] 

Jamki  \  .  .  —  Sur  le  degré  de  l'éliminant  du  sj  sterne  de  deux 
équations.  (1  p.) 

Favatio     \.'j.  —  Traduction  italienne  de  l'article  publié  en  alle- 


,  '  I  Voir  bulletin,  t.  VII,  p.  <)0. 

:  :     Voir  Bulletin,  l.  VII,  p.  91. 

Voir  Bulletin,  t.  VII.  p.  -;>. 
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mand  dans  les  Maihematische  Annalen  sous  le  titre  de  :  «  Alfred 
Clebsch,  I  ersuch  einer  Darlegung  unil  ff  urdigung  seiner  wissen- 
schaftlichen  Leistungen,  etc.  »  (4j  p.) 

Tirelli  (F.)  et  Pittarelli  (G.).  —  Solutions  de  quelques  ques- 
tions proposées  dans  les  tomes  A  et  XI  du  Giornale  di  Materna- 
tiche.  (14  P-) 

Amaxzio  (D.).  —  Résolution  de  l'équation  du  troisième  degré. 

(4  p.) 

On  fait  dépendre  la  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré 
de  celle  d'une  équation  binôme,  obtenue  en  transformant  conve- 
nablement l'équation  donnée. 

Paci  (P.).  —  Sur  une  application  géométrique  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques.  (4  p.) 

L'auteur  fait  voir  comment  une  formule  donnée  par  Fagnano 
pour  la  rectification  de  la  différence  de  deux  arcs  d'ellipse  peut 
s'établir  facilement  au  moyen  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Paci  (P.).  —  Sur  quelques  applications  géométriques  des  fonc- 
tions elliptiques.  (i3  p.) 

L'auteur  déduit  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  les  for- 
mules données  par  Fagnano  pour  diviser  le  quadrant  de  la  lem- 
niscate  en  deux,  en  trois  et  en  cinq  parties  égales;  il  applique,  en 
outre,  la  même  méthode  à  la  division  dans  les  mêmes  nombres  de 
parties  égales  de  la  courbe  étudiée  par  Kiepert,  qui  a  des  propriétés 
analogues  à  celles  de  la  lemniscate,  et  dont  l'équation  en  coordon- 
nées polaires  est  7-3  =  cos3cp. 

Trudi  (N.).  —  Tliéorie  des  fonctio/is  isobariques.  (ig  p.) 
Cet  article  contient  le  développement  des  fonctions  isobariques 
à  éléments  quelconques.  Il  sera  continué. 

Aschieri  (F.).  —  Sur  une  surface  gauche  du  huitième  degré 
et  du  genre  zéro,  supplication  des  théorèmes  donnés  sur  les  sys- 
tèmes de  droites  qui  fiassent  par  une  droite  donnée,  (y  p.) 

I  ogmoli  (O.).  —  Deux  théorèmes  sur  la  génération  des  courbes 
rationnelles.  (5  p.) 

Hull.  des  Sciences  malhim.  et  astron.,  t.  VIII.  (Janvier  1S75.)  3 
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Janni  (V.).  — ■  Démonstration  de  quelques  théorèmes  sur  les 
déterminants.  (4  p.) 

Fuot.tes  (T.~ .  —  Sur  lu  courbe  d'intersection  de  la  sphère  avec 
le  tore,  et  sur  une  propriété  remarquable  de  cette  dernière  sur- 
face. (2  p.) 

Démonstration  fondée  sur  la  considération  des  points  cycliques 
à  l'infini. 

Tais  (A.).  —  Sur  quelques  j  or  mules  qui  se  déduisent  de  lu  for- 
mule de  Taylor.  (2  p.) 

Fais  V.  .  —  Observations  sur  la  recherche  de  l'équation  de 
l'enveloppe  d'une  série  de  courbes  planes.  (2  p.) 

Albeggiani  (M.)-  —  Solution  d'une  question  proposée  dans  le 
tome  XII  du  Giornale  di  Matematiche.  (2  p.) 

ÎNicoLi  (F.).  — Du  changement  des  plans  coordonnés  dans  lu 
méthode  des  projections  axonométriques.  (7p.,  1  pi.) 

Tognoli  (O.).  —  Sur  fit  génération  des  courbes  rationnelles 
d'ordre  pair,  au  moyen  de  séries  projectiles  de  cercles  et  de 
sphères,  [y  p.) 

Toiœlli  (G.).  —  Sur  les  intégrales  elliptiques,  considérées 
comme  jonctions  du  module,  (7  p.) 

L'auteur  démontre  l'impossibilité  d'exprimer  /  F(cp,  k)dk  sous 

la  forme  ,rE(ip,  À)  -t-J'F(o,  k)  -h  s,  où  x  et  y  seraient  des  fonc- 
tions algébriques  de  k,  et  où  z  contiendrait  une  partie  algébrique 

et  une  fonction  logarithmique  ou  circulaire  inverse,  telle  que  -jj 

fût  une  fonction  algébrique  de  k. 

Pittahelli  (G.).  - —  Sur  une  question  proposée  par  Faure  dans 
les  Nouvelles  Annales,  janvier  1874-  (3  p.) 

Bosolis  (A.).  —  Sur  les  progressions  d'ordre  supérieur .  (ie  art.. 
33  p.) 

L'auteur  étudie  les  propriétés  des  progressions  à  n  quotients,  qui 
se  reproduisent  périodiquement,  et  celles  aussi  des  progressions  par 
([initient  d'ordre  supérieur,  des  progressions  par  logarithmes  et  des 
progressions  par  racines. 
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Battaglim  (G.).  —  Sur  le  rapport  anharmonique  sectionnel  et 
tangentield.es  coniques.  (8  p.) 

Par  rapport  anharmonique  sectionnel  et  tangentiel  de  deux  co- 
niques relativement  à  une  troisième  conique,  l'auteur  entend  le 
rapport  anharmonique  déterminé  par  les  tangentes  à  deux  coniques 
en  un  de  leurs  points  d'intersection,  et  par  les  tangentes  menées  du 
même  point  à  une  troisième  conique.  L'auteur  discute  le  problème 
de  la  recherche  des  coniques  qui  se  coupent  en  deux  ou  en  quatre 
points  dans  le  même  rapport  anharmonique  sectionnel  relativement 
à  une  troisième  conique,  en  vue  d'étendre  à -la  Géométrie  non- 
euclidienne  les  propriétés  des  cercles  euclidiens  de  se  couper  sous 
un  même  angle.  Le  principe  de  dualité  conduit  ensuite  aux  pro- 
priétés concernant  le  rapport  anharmonique  tangentiel  de  deux 
coniques  relativement  à  une  troisième  conique. 

Cheli?;i  (D.).  —  Sur  les  systèmes  matériels  d'égal  moment 
d'inertie.  (5  p.) 

Démonstration  du  théorème  de  Reye  sur  la  manière  d'ajouter  à 
un  corps  quelconque  un  système  de  quatre  points  matériels,  tels 
que  leur  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  plan  ou  à  une  droite 
soit  égal  à  celui  du  corps. 

Vaxeriami  (V.).  —  Nouvelle  démonstration  d'une  importante 
formule  algébrique.  (5  p.) 

Il  s'agit  d'exprimer  la  somme  des  puissances  semblables  de  deux 
nombres  au  moyen  de  la  somme  et  du  produit  de  ces  deux  nombres. 

Battaglini  (  G .) .  —  Sur  les  cercles  dans  la  Géométrie  non-eucli- 
dienne.  (y  p.) 

L'auteur  applique  les  résultats  exposés  dans  sa  précédente  Note, 
«  Sur  le  rapport  anharmonique  sectiouncl  et  tangentiel  des  coni- 
ques »,  à  la  démonstration  de  diverses  propriétés  relatives  aux  cer- 
cles non-euclidiens. 

Tognoli   (O.).  —  Sur  les  courbes  gauches  rationnelles.  (9  p.) 
Démonstration  analytique  de  quelques  propriétés  de  ces  courbes, 

relativement  à  leurs  plans  tangents,  aux  plans  osculateurs,  aux 

droites  trisécantes,  etc. 

Jakhi  (V.).  —  Sur  la  série  binomiale.  (  ac  art.,  i3  p.) 
Réduction  en  un  produit  infini  de  (1  ~hx/"  pour  x  =  — -,i. 

3. 
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Armehahte  (A.).  —  Sur  les  courbes  gauches  rationnelles  du 
quatrième  ordre.  (16  p.) 

Suite  du  Mémoire  publié  dans  le  tome  XI  du  Giornale  di  Mate- 
mat  iche  (').  L'auteur  compare  la  courbe  gaucbe  rationnelle  du 
quatrième  ordre  avec  la  surface  de  Steiuer. 

BattAglihi  (G.).  —  Sur  le  rapport  anharmonique  seclionnel  et 
tangentiel  des  quadriques.  i'ii  p.) 

Extension  aux  surlaces  du  second  degré  des  recbercbes  précé- 
dentes, relatives  aux  sections  coniques. 

Janmi  ;G.).  —  Tliéorie  de  la  résolution  des  équations  de  Galois. 
(*3  p.) 

Battaglini  (G.).  —  Sur  la  Géométrie  projectile,  (12  p.) 
Dans  te  Mémoire  (qui  sera  continué"),  l'auteur  se  propose  d'éta- 
blir les  propriétés  projectives  des  figures,  en  suivant  une  méthode 
différente  de  celle  de  von  Staudt  et  s'aidant  de  la  notion  des  réseaux 
géométriques,  imaginés  par  Môbius.  Il  fait  abstraction  de  toute 
hypothèse  touchant  l'infini  de  l'espace,  de  sorte  que  les  résultats 
peuvent  s'appliquer  aux  trois  Géométries,  elliptique,  hyperbolique 
et  parabolique,  de  Klein.  Dans  cette  première  Partie  du  Mémoire, 
on  considère  les  propriétés  de  position. 

Cardenas  (A.  Ruiz  de).  —  Sur  V épicycloïde  sphèrique.  [y  p.) 

Fais  (A.). — Sur  une  forme  abrégée  des  équations  différen- 
tielles immédiates  d'ordre  supérieur.  (4  p.) 

Retali  (V.).  —  Sur  les  centres  de  gravité  de  certaines  courbes 
planes.  (12  p.) 

L'auteur  cherche  les  centres  de  gravité  de  diverses  courbes,  en 
faisant  usage  de  leurs  équations  intrinsèques. 

Arzelà  (C).  —  Déformation  d'un  ellipsoïde  homogène,  élas- 
tique, isotrope,  par  l'action  de  forces  qui  agissent  sur  tous  les 
points  de  sa  masse,  et  qui  admettent  une  fonction  potentielle  de 
la  forme  f=  Vx;  4-  Qy"  -f-  R.S2  -+-  Y,  par  rapport  à  laquelle  la 
surface  de  l'ellipsoïde  est  une  surface  de  Jiiveau.  (9  p.) 

Extension  au  problème  énoncé  de  la  méthode  suivie  par  M.  Betti  (') 

Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  90. 
:;    II  .Xuoro  Cimenta.  Seiie  2a.  t.  VII-IX  ;    1879-1S73. 
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pour  déterminer  la  déformation  d'une  sphère  sous  l'action  de  la 
gravité. 

Caldarera  (F.).  —  Sur  le  développement  des  fonctions  à  va- 
riables  très-petites.  (20  p.) 

Après  avoir  exposé  quelques  remarques  sur  l'usage  des  fonctions 
de  variables  qui  restent  toujours  d'une  grandeur  très -petite  par 
rapport  à  d'autres  variables,  l'auteur  en  fait  l'application  à  la  réso- 
lution des  triangles  spbériques  ayant  un  périmètre  de  longueur 
moindre  que  le  diamètre  de  la  sphère  à  laquelle  ils  appartiennent. 

Aschieri  (F.).  —  Coordonnées  homogènes  de  certaines  formes 
qui  peuvent  être  regardées  comme  des  éléments  simples  d'espaces 
à  six  dimensions,  et  de  certaines  formes  géométriques  dans  ces 
espaces.  (17  p.) 

Crocchi  (L.).  —  Sur  les  axes  et  les  rayons  vecteurs  dans  l'el- 
lipse. (4p.) 

Crocchi  (L.).  —  Propriétés  dérivées  des  courbes  et  des  surfaces 
arguésiennes.  (2  p.)  G.    13. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  ('). 
T.  LXXIX;  juin-décembre  1874,  2e  semestre  (suite). 
N°  15.  Séance  du  12  octobre  1874. 

Resal  (H.).  —  L'énoncé  du  principe  de  la  théorie  du  timbre 
est  du  à  Monge. 

M.  Resal  cite  le  passage  suivant  de  la  Théorie  acoustico-musi- 
cale,  par  A.  Suremain-Missery  (F.  Didot,  éditeur,  1793)  : 

«  Je  sais  bien  que  j'ai  ouï  dire  à  M.  Monge  que  ce  qui  dclei  mi- 
nait tel  ou  tel  timbre,  ce  ne  devait  être  que  tel  ou  tel  ordre  et  tel 
ou  tel  nombre  de  vibrations  des  aliquotes  de  la  corde  qui  produit 
un  son  de  ce  timbre-là,  etc.  » 

M.  Resal  conclut  en  terminant  de  la  manière  suivante  :  «  On  re- 

(')    Voir  Bulletin,  t.  Vit,  p.  197. 
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marquera  que  le  texte  que  je  viens  de  reproduire  n'est  autre  chose, 
dans  le  langage  de  la  lin  du  xvme  siècle,  que  l'énoncé  actuel  du 
principe  de  la  théorie  du  timbre. 

»  11  reste  encore  à  M.  Helmholtz  ses  belles  expériences  et  le  mé- 
rite d'avoir  prouvé  que,  au  delà  de  la  sixième,  les  harmoniques 
n'ont  plus  d'influence  sur  le  timbre;  mais  il  lui  est  impossible  de 
contester  que  le  principe  qui  lui  sert  de  point  de  départ  ait  été 
posé  bien  avant  lui  par  Monge.  » 

Faye  (II.).  —  Lettre  à  M.  Langley,  directeur  de  l'Observa- 
toire d' Allegheny  [Etats-l  nis),  sur  les  mouvements  tourbillon- 
tiaires. 

Cette  Lettre  est  surtout  consacrée  à  l'étude  des  tourbillons  à  axe 
vertical,  dont  la  théorie  relativement  simple  devient  accessible,  selon 
l'éminent  astronome,  à  l'obsen  ation  de  tous  les  jours,  à  l'expérience 
et  même  un  peu  à  l'Analyse. 

N°  1G.  Séance  du  19  octobre  1874. 

Chasi.es  (M.).  —  Sur  les  séries  de  triangles  semblables. 

Dans  des  Communications  antérieures  (séances  des  18  mai  et 
8  juin  1874)5  l'illustre  auteur  a  supposé  que  les  conditions  aux- 
quelles satisfont  les  triangles  d'une  série,  très-diverses  et  relatives 
à  trois  courbes,  ou  à  deux,  ou  à  une  seule,  étaient  indépendantes 
entre  elles.  Mais,  deux  conditions  étant  données,  on  peut  en  poser 
une  troisième  qui  ait  avec  ces  deux  premières  une  certaine  relation. 
Par  exemple,  si  un  côté  des  triangles  doit  être  tangent  à  une  courbe 
et  le  sommet  opposé  situé  sur  une  autre  courbe  ou  sur  la  même, 
on  peut  demander  que  la  droite  qui  joindra  ce  sommet  au  point  de 
contact  du  côté  opposé  passe  par  un  point  donné,  ou  soit  tangente 
à  une  courbe  donnée  ou  même  à  l'une  des  deux  premières  courbes. 
Ce  sera  une  troisième  condition,  et  ces  trois  conditions  détermine- 
ront une  série  de  triangles  semblables. 

En  outre,  une  série  quelconque  de  triangles  semblables,  après 
qu'on  a  déterminé  le  lieu  de  leurs  sommets,  peut  donner  lieu  à  de- 
nombreuses  questions  s'y  rapportant  :  par  exemple,  quelle  est  la 
(oui  lie  enveloppe  des  perpendiculaires  abaissées  de  chaque  sommet 
opposé:'  quel  est  le  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires?  etc. 

Ce  sont   des  questions  de  ce  genre  que  M.  Cbasles  traite  par  le 
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principe  de  correspondance,  dont  la  fécondité  se  trouve  ainsi  établie 
une  fois  de  plus. 

Secchi  (le  P.).  —  Observation  de  l'éclipsé  solaire  du  10  octobre 
18^4  avec  le  spectroscope.  Tableaux  des  observations  des  protu- 
bérances, du  26  décembre  i8j3  au  2  août  1 874- 

Jordan  (C). —  Généralisation  du  théorème  d'Euler  sur  la 
courbure  des  surfaces. 

M.  Jordan  considère  dans  un  espace  à  m  -+-  />  dimensions  «  une 
À" -surface  »,  c'est-à-dire  un  système  de  A  équations  simultanées  à 
m  -+-  k  inconnues,  et  il  établit  la  proposition  suivante  : 

«  Une  Â-surface  située  dans  l'espace  à  //(  -f-  À  dimensions  pré- 
sente en  ebaque  point  m  directions  rectangulaires,  telles  que  la 
somme  des  carrés  des  angles  formés  par  deux  /.-plans  tangents 
consécutifs,  divisée  par  </s8,  soit  maximum  ou  minimum. 

N°  17.  Séance  du  26  octobre  1871 

Faye  (II.).  —  Note  sur  la  théorie  cométaire  du  Dr  Zenler. 

Souillart.  —  Sur  la  théorie  analytique  des  satellites  de  Ju- 
piter. 

Dans  un  travail  présenté  l'année  dernière  à  l'Académie,  l'auteur 
a  indiqué  l'ensemble  des  formules  qu'on  peut  employer  pour  cal- 
culer les  inégalités  des  longitudes  et  des  rayons  vecteurs  des  sa- 
tellites; il  restait  à  résoudre  la  même  question  pour  les  latitudes 
et  les  équations  séculaires  des  longitudes  :  tel  est  l'objet  du  présent 
Mémoire. 

Quant  à  la  métbode,  elle  consiste  dans  une  imitation  de  la 
métbode  de  Laplace,  appuyée  sur  des  bases  nouvelles;  l'auteur 
pense  que  son  travail,  tout  en  confirmant  la  tbéorie  analytique  de 
Laplace,  sera  d'une  lecture  plus  facile. 

Le  Cordier  (P.).  —  Théorie  de  l 'électrodynamique,  ajjran- 
chie  de  toute  hypothèse  relative  à  l'action  mutuelle  de  deux  élé- 
ments de  courant . 

Lagi  fhue.  —  Sur  la  résolution  des  équations  numériques  dont 
toutes  les  racines  sont  réelles. 

Dans  une  série  de  propositions  peu  susceptibles  d'analyse,  l'au- 
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teur  se  propose  d'indiquer  des  moyens  nouveaux  de  séparer  les 
racines  et  d'approcher  indéfiniment  d'une  quelconque  d'entre  elles. 

Faye  (H.).  —  Rapport  de  la  Commission  nommée  le  17  août 
poiw  préparer  une  réponse  à  la  Lettre  adressée  par  M.  le  Ministre 
de  V Instruction  publique  au  sujet  de  l'opportunité  de  lu  création 
d'un    Observatoire    d  Astronomie    physique    aux    environs    de 

Paris. 

N°  19.  Séance  du  9  novembre  1874. 

Le  Verrier  (U.)  présente  à  l'Académie  les  Chapitres  XIX  et  XX 
de  ses  «  Recherches  astronomiques  »  et  une  théorie  complète  des 
mouvements  de  la  planète  Uranus. 

.Mathieu  (E.).  —  Mémoire  sur  les  inégalités  séculaires  des 
grands  axes  des  orbites  des  planètes. 

Laplace  a  démontré,  comme  on  sait,  que  les  grands  axes  des 
planètes  ne  sont  sujets  à  aucune  inégalité  séculaire;  mais  il  a  né- 
gligé les  termes  du  troisième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons  supposées  très-petites.  Lagrange  a  démontré  la 
même  proposition  pour  des  excentricités  et  des  inclinaisons  arbi- 
traires. Toutefois  ces  deux  démonstrations  supposaient  encore  que 
l'on  néglige  dans  l'expression  du  grand  axe  les  termes  multipliés 
par  les  carrés  et  les  produits  des  masses.  Poisson,  dans  le  Journal 
de  i Ecole  Polytechnique,  démontre  que  le  théorème  est  égale- 
ment vrai  quand  on  a  égard  aux  termes  de  la  fonction  perturba- 
trice qui  sont  du  second  ordre  par  rapport  aux  masses. 

M.  Mathieu  s'est  proposé  d'établir  dans  le  Mémoire  actuel 
que  l'inverse  du  grand  axe  n'est  soumis  non-seulement  à  aucune 
inégalité  séculaire  du  premier  et  du  deuxième  ordre,  mais  non 
plus  à  aucune  du  troisième.  Dans  l'extrait  de  son  travail,  il  donne 
un  aperçu  de  la  méthode  suivie  par  lui  dans  l'étude  de  cette  impor- 
tante question. 

Bkioschi  (F.).  —  Sur  une  formule  de  transformation  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Dans  cette  Note,  l'émment  géomètre  traite  de  la  transformation 
exclusivement  au  point  de  vue  analytique  et  sans  se  préoccuper 
des  propriétés  des  fonctions  doublement  périodiques.  Il  considère 
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l'intégrale  elliptique  sous  la  forme 

dr 


du 


\-b  —g*y—g* 


et  fait  connaître  une  élégante  proposition  permettant  de  calculer 
les  coefficients  des  formules  de  transformation  de  degré  quel- 
conque. 

N°  20.  Séance  da  16  novembre  1874. 

Jorda>*  (C).  —  Sur  deux  points  de  la  théorie  des  substitu- 
tions. 

N°  21.  Séance  dn  20  novembre   1874. 

Le  \  errier  (U.).  —  Observations  méridiennes  des  petites  pla- 
nètes faites  à  l'Observatoire  de  Greenwich  et  à  i Observatoire 
de  Paris  pendant  le  troisième  trimestre  de  l'année  i8y4- 

Jordan  (C).  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  corps 
pesant  posé  sur  un  appui  courbe. 

L'auteur,  après  avoir  rappelé  la  méthode  de  Lagrange  pour  traiter 
les  problèmes  de  ce  genre,  fait  remarquer  qu'elle  ne  saurait  être 
employée  sans  nouvel  examen  dans  le  cas  actuel  où  le  corps  pour- 
rait se  mettre  en  mouvement,  pivoter  autour  de  la  verticale  du 
point  d'appui,  en  passant  par  une  série  de  positions  où  il  pourrait 
rester  en  équilibre  s'il  y  arrivait  sans  vitesse  initiale. 

Dans  le  cas  où  l'appui  est  plan,  la  question  a  été  traitée  par 
Poisson  et  M.  Puiseux;  mais,  si  l'appui  est  courbe,  les  équations 
qui  définissent  les  petites  oscillations  prennent  une  forme  plus 
compliquée.  C'est  précisément  ce  cas  dont  l'auteur  commence 
l'étude  dans  cette  Note. 

N°  22.  Séance  dn  30  novembre  1874. 

Resal  (H.).  —  Note  sur  deux  propriétés  de  la  courbe  balis- 
tique, quel  que  soit  l'exposant  de  la  puissance  de  la  vitesse  à 
laquelle  est  proportionnelle  la  résistance  du  milieu. 
Ces  deux  propriétés  sont  les  suivantes  : 
i°  L'angle  de  chute  est  supérieur  à  l'angle  de  tir: 
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2°  L'angle  de  tir  correspondant  à  la  portée  maximum  est  infé- 
rieur à  45  degrés. 

N°  23.  Séance  du  7  décembre  1874. 

Stephan.  —  Découverte  d'une  nouvelle  comète  par  31.  Bor- 
rellj. 

Flammarion  (C).  —  Occultation  de  Vénus;  éclipse  de  Soleil 
et  éclipse  de  Lune,  observées  pendant  le  mois  d'octobre,  à  Paris. 

Saiht-Lotjp.  —  Résolution  de  l'équation  du  troisième  degré 
ii  l'aide  d'un  système  articulé. 

«  Etant  donné  un  quadrilatère  articulé,  si  l'on  prolonge  deux  de 
ses  côtés  opposés,  leur  point  de  rencontre  détermine  deux  segments 
entre  lesquels  il  existe  une  relation  du  troisième  degré.  »  C'est  le 
point  de  départ  de  l'auteur. 

Boissinesq  (J.).  —  Sur  deux  lois  simples  de  la  résistance  vive 
des  solides. 

Ces  deux  lois,  rencontrées  dans  plusieurs  problèmes  par  M.  de 
Saint-Venant,  sont  démontrées  d'une  manière  générale  par  M.  Bous- 
sinesq. 

Mamnheim  (A.).  —  Détermination  des  relations  analytiques 
qui  existent  entre  les  éléments  de  courbure  des  deux  nappes  de 
la  développée. 

Y'  2  k  Séance  du  M  décembre  1 874. 

Le  Verrier  (U.)  dépose  sur  le  bureau  de  l'Académie  une  théorie 
nouvelle  de  la  planète  Neptune,  complétant  la  partie  théorique  des 
travaux  qu'il  a  entrepris  sur  le  système  planétaire. 

Stephan.  —  Observations  de  la  dernière  comète  de  M.  Bor- 
rellj  . 

Jordan  (C).  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  corps  pesant 
posé  sur  un  appui  courbe  (2e  Note). 

Pépin  (le  P.).  —  Sur  les  résidus  cubiques. 
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MÉLANGES. 

MEMOIRE  SIR  LES  INTÉGRALES  DEFIMES,  PRISES  ENTRE  DES  LIMITES  IMAGINAIRES  ('). 
Par  M.  A.-L.  CAUCHY. 

(Suite.) 

13.  Lorsque  la  fonctionner -+-  y  \  —  i)  s'évanouitpourx  =  ±3c  ■> 
quel  que  soit  j>',  et  pour  y  =  dz  oc  ,  quel  que  soit  x,  alors,  en  po- 
sant 

x0  =  —  oo  ,     X  =  oo  ,     y,,  =  —  x  ,     Y  =  oo  , 

on  tire  généralement  de  la  formule  (88 

(i35)  A  =  o. 

Lorsque  la  fonction  f{x)  devient  rationnelle,  la  formule  (i35)  re- 
produit  un  théorème  que  j'ai  démontré  dans  le  XVIIe  Cahier  du 
Journal  de  l'École  Polytechnique,  et  à  l'aide  duquel  on  peut 
établir  immédiatement  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 

Lorsque  l'équation  (ig)  a  une  infinité  de  racines,  la  formule  (i35) 
renferme  un  nombre  infini  de  termes,  et  peut  être  appliquée  à  la 
sommation  des  séries.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  prend  successi- 
vement 

i  ->r                 s,     '■          i    v  cosrx                               sin/\r 
(i3o  f(x;  =  a[x)  - ?      f,x)  =  G[x)- » 

/'  désignant  un  nombre  entier  inférieur  à  jr,  et  <j>(x)  une  fonction 
rationnelle  dans  laquelle  le  numérateur  soit  d'un  degré  plus  petit 
que  le  dénominateur,  on  déterminera  immédiatement,  à  l'aide  de 
la  formule  (i  35),  les  sommes  des  séries 

(   1  ail)  —  o( — il  o(2)-i-ffl( — 2) 

[   -OO)—  -Li-î '- COSr-i- —  C0S2/'  — 


(i37)  , 

|  _?(l)_q,f-1)  s.nr+  T(a)-T(_a)  s.nar_ 


(')   Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  265. 
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Si  l'on  fait  d'ailleurs 

(i33)  s  =±Î2 m  -+-  i)iz±  /', 

m  étant  un  nombre  entier  quelconque,  l'arc  s  restera  entièrement 
arbitraire,  et  les  séries  (i3j)  deviendront 

/  i      ,   ,      o(i)-t-o(— i)  9(z)-)-o(—  2) 

-0(0)-+--^— — -COSS-t-  ^— ^C0S25  -+-..., 

12  2  2 

(•39)    I 

9(1)  — o(— 1)    .  9(2)  — œ(— 2)    . 

-— — sms-f-J I sin2i-i-.... 

2  2 

Enfin,  si  l'on  pose  s  =  o,  la   première  des  séries  (139)  sera  ré- 
duite à 

(140) 

En  attribuant  à'-.(x)  les  valeurs  particulières 


u'±x-       u2±x' 
on  obtiendra  les  formules  connues 


M»' 


2  u'       ii-  —  1         10 —  4         u'  —  9 


42) 

III                   I                  I 

2  W    '    u-  -+-  1         u'  -+-  4        «:  •+-  9 

1    1          coss         C0S2S        cos3s 

'43) 


2  «-      «:  —  1      u- — 4      "2 — 9 


,    .,     i    1  coss         C0S2S        cos3s 

(l44  | +   -, 1-    -; 7    +    — 

2    U-  itJH-I  M2+4  «   +9 

,    /r,  sins        2sin2s      3sin3i 

('45)  — 1 7-+— ^~ 

w  —  1        u-  —  4       u —  9 

,    ,„.  sins        2sin2i      3sin3« 

(,«46)  — h 


4       "2+9 


T. 

e""  -+-  e_"° 

111 

e'" —  e-™ 

~ 

cosru 

1U 

SinTVM 

~ 

e"'  -+-  e~r" 

2  M 

e""  -h  e~~" 

■  si  n;v/ 

2    SI117TW 

e 

ru  e-ru 

-+-» 

11   est  important  d'observer  que,   dans  les   seconds  membres  des 
équations   (i4j)  et  (146),  le  signe  supérieur  se  rapporte  au  cas  où 
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l'on  a  s  =  db  (im  -+-  1)  71  -+-  /',  et  le  signe  inférieur  au  cas  où  l'on 

a  5  =  ±  (2  771  -+-  i)  7T 7'. 

Si,  après  avoir  multiplié  par  lu  du  les  deux  membres  de  la  for- 
mule (141)5  on  les  intègre  par  rapport  à  u  et  à  partir  de  u  =  o, 
on  trouvera 

,  sin-7Z  /        7/:  .  /        7/3\ 

I__  =  |(I_.i,,  +  |^_T)  +  l(I-ir)  +  ...f 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(«47)  lsmnu=l{Ti)  +  l(u)  +  l(i-u')  +  lL-j\  +  l(i--\+..., 

et.  par  suite, 

(148)  sin-M  =  ~u(ï  —  u-)  (  1 -jli  — 


9 

Si  l'on  pose  maintenant  u=  -■>  on  obtiendra  la  formule  de  Wallis, 
savoir  : 

,  77  _  2      2^6688 

(I49"  2  —  1  "3'3'5'5'7'  7  '9'"' 

Enfln,  comme  on  aura  évidemment 


J/sinTTMTijT.  =  -  /     Isinpdp 
O  "  t>  o 


et  qu'on  tirera  de  l'équation  (119),   en  réduisant  la  constante  r 
à  zéro, 


j    lsmpdp=^l(^ 


il  suffira  d'intégrer  de  nouveau  la  formule  (147)  Par  rapport  à  la 
variable  «,  et  entre  les  limites  u  =  o,  u  =  1 ,  pour  établir  l'équation 


.  i2.Ve2 

(.5o) 


\33-4!eV  L(«-';  "-'we'J 
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En  conséquence,  on  aura,  sans  erreur  sensible,  pour  de  grandes 

valeurs  de  «, 

Si  l'on  observe  d'ailleurs  que  l'expression 
n  -+■  i)"+l  =  n" 


diffère  très-peu  du  produit  «"+'<?,  et  si,  après  avoir  réduit  à  moitié 
les  deux  membres  de  la  formule  (i5o),  on  passe  des  logaritbmes 
aux  nombres,  on  trouvera 

[i5a)  i  =    ■  -. 


i.2.3...«.e"  e"T(n) 

La  formule  (1J2J,  qui  est  d'autant  plus  exacte  que  l'on  attribue 
à  n  des  valeurs  plus  considérables,  est  très-utile  dans  le  calcul  des 
produits  composés  d'un  grand  nombre  de  facteurs.  Elle  a  été  donnée, 
pour  la  première  fois,  par  M.  Laplace. 
Si  l'on  posait  successivement 

n    «         i     \  '  —  e'       p,    .  ,  i  —  cosx 

f    x)=m[x) »        t[X',  =  C[X) ; 5 

x  —  e'      J  x  —  sinx 

.,  ,    .  x  sin  x 

I  x   =  tp  x) 


sin.r  —  .r  cosx 

on  déduirait  de  l'équation  (i3j)  les  sommes  des  séries  de  la  forme 

(i53)  o{x,) -h  o(x1)  -i-  cp{x3) -i , 

i  ,.  .< '..   r3..  .  .  représentant  les  diverses  racines  réelles  ou  imagi- 
naires de  1  une  des  équations 

(i54)  x  =  e1,     .r  =  sm.r,     x=tangx,..    . 

Ainsi,  par  exemple,  en  prenant  pour  .r,,  .r,..  .  .  les  racines  de  la 
première  des  équations  (ij4)>  ou  trouverait 
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i  r  —  sinr  —  rcosr 
r    r-  —  2  r  sinr -h  i 
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1  i.  Dans  les  applications  que  nous  avons  faites  de  la  formule  (88), 
nous  avons  supposé  que  les  intégrales  comprises  clans  cette  formule 
s'évanouissaient  avec  les  fonctions  qu'elles  renferment.  C'est  ce 
qui  a  lieu  en  général.  Néanmoins  le  contraire  arrive  dans  un  petit 
nombre  de  cas  particuliers,  et  alors  les  équations  que  nous  avons 
établies  doivent  être  modifiées.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  prend 
pour  f(x)  une  fraction  rationnelle  dans  laquelle  le  degré  du  nu- 
mérateur soit  inférieur  au  degré  du  dénominateur,  la  valeur  de  l.i 
somme  A,  relative  à  cette  fraction  rationnelle,  sera  généralement 
nulle,  et  vérifiera  l'équation  (i35).  Néanmoins  cette  valeur  de  A 
cessera  d'être  nulle,  comme  on  l'a  prouvé  dans  le  XIXe  Cahier  du 
Journal  de  i  Ecole  Polytechnique,  si  la  différence  entre  le  degré 
du  dénominateur  et  le  degré  du  numérateur  est  précisément  égale 
à  l'unité.  Pour  retrouver  dans  cette  hypothèse  la  véritable  valeur 
de  A,  il  suffira  ou  de  suivre  la  méthode  indiquée  dans  le  Journal 
dont  il  s'agit,  et  de  chercher  ce  que  deviennent  les  intégrales  com- 
prises dans  la  formule  (88)  quand  les  fonctions  sous   le  signe   / 

s'évanouissent,  ou  d'appliquer  la  formule  ( 1 35 )  à  lune  des  frac- 
tions rationnelles 


i  —  ex        i  —  e2x-       i  -t-  i' x 


et  de  poser  ensuite 


De  même  les  équations 


sinr         sin2r        snur 


\  u- —  i        u- — 4        "■" — 9  asiii::» 

O56)       \     •  ■  ■   ?' 

1    sinr  sinar        sinj/-  -  e u — e 

\  W  -+■  i        u-  -+■  4       "2+9  2  s™ — e~T" 

auxquelles  on  parvient  en  supposant 


f\X)—  — :  -. J 

v  u'^-x'  smzx 

et  qui  subsistent  pour  toutes  les  valeurs  de  r  comprises  entre  les 
limites  o  et  ~,  deviendront  inexactes  si  l'on  a  précisément  r  =  T.. 
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Alors,  en  effet,  leurs  premiers  membres  se  réduiront  à  zéro,  et  leurs 
derniers  membres  à  l'unité.  Mais,  pour  retrouver  les  équations 
exactes  qui  doivent  les  remplacer,  il  suffira  de  substituer  àf(x)  la 

fonction 

f(x)  I  x        si  11  IX 

i  -+-  e'x'        i  •+-  z*x2  u'^çx*  sin-jc 

En  appliquant  à  cette  dernière  fonction  la  formule  (i35),  et  posant 
ensuite  /•  =  ~,  puis  e  =  o,  on  obtiendra  les  équations  identiques 

sin;r         sina-        sin3-  - 

u-  —  4       "'  —  9  a 

sin2it        sin3-  ji 


W 


lo.   Concevons  maintenant  que,  la  valeur  de  A  étant  toujours 
déterminée  par  l'équation  (87),  on  pose 

Y  —  r. 
(i57)  ^— ^  =  tang5, 

en  sorte  que  8  représente  l'angle  formé  par  la  droite,  menée  du 
point  (jto,  j)'o)  au  point  (X,  Y  )  avec  l'axe  des  x.  Enfin  partageons  A 
en  deux  parties  A',  A'',  dont  l'une  renferme  celles  des  constantes  f,, 
t '.. .  .  .  qui  correspondent  à  des  points  du  triangle  formé  par  la  ligne 
dont  il  s'agit  et  les  deux  droites  x  ='XB,  Y  =  Y,  tandis  que  l'autre 
sera  relative  aux  points  du  triangle  formé  par  la  même  ligne  et  les 
droites  )  =  1 0,  x  =  X.  Si  l'on  compare  successivement  les  deux 
valeurs  extrêmes  de  l'intégrale  (4)  à  la  valeur  moyenne  présentée 
sous  la  forme 

(l58)'i  -v  _     r  _ 

f       =  j       r—  tang9.v  —  îjf  ( n-tangS.v'—  i,x-h{yt—  x()tangS)v  —  \\dx, 

on  trouvera 

/      /»X  _  . 

1     f        i-tang:.v-ij/>('+lang5.v-i)-+-(r»-x0tang5)v/-iJrfx 


dx 


(i6o) 
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et 

,     /»x  

1     /      (i  -r  tanggv/-i)/[jr(i-f-tangev/-i)-+-(r.-^otang9)v/-iJ(/x 

\  Jx«  *  .v.. 

Si  la  fonction  f\ x  ■+- y  \/ — i)  s'évanouit  pour  x  =  oo  ,  quel  que 
soit  j',  et  si  l'on  pose  x0  —  o,  X  =  oo  ,  )o  =  °i  on  tirera  de  l'équa- 
tion (i5o,),  en  écrivant  dans  le  premier  membre  xcos0  au  lieu 
de  x, 

l    f  fl{cosS  +  \J~is\n9)x]dx 
(.6.  \J°  .-,.»  -, 

|      =(cos0  —  v/—  isinO)     f     f{x)dx  —  A'    • 

Cette  dernière  équation  comprend,  comme  cas  particuliers,  des 
formules  connues.  Si  l'on  suppose,  par  exemple, 

f(x)  =  xa-<e-*, 

a  désignant  une  quantité  positive,  A'  s'évanouira,  et  l'on  tirera  de 
la  formule  (161) 

/      x"" 'e-' 'cnsfi  +  ^-ism»)^  —  (cosag  _  J—  !  sillrtS)  /      ■r"-' er r iLl  . 

puis,  en  égalant  :  i°  les  parties  réelles:  2"  les  coefficients  de  y' — 1 , 
on  trouvera 


.62 


i    /      x"-'e -  J""-''  cos(xsin6)dx  =  cosa9  f      x"  'e~xdx, 
f    /      x"  -«g— «m'  sm(xs\nB  ]dx  =  sin«0   /      x—'e-'dx. 


16.  En  suivant  les  principes  établis  dans  le  n°  11,  on  peut  évaluer 
non-seulement  la  différence  qui  existe  entre  les  valeurs  extrêmes 
et  la  valeur  moyenne  de  l'intégrale  (4),  mais  encore  la  différence 
entre  deux  intégrales  ou  deux  sommes  d'intégrales  semblables  à 
l'intégrale  (14)5  et  correspondant  à  deux  systèmes  de  courbes 
tracées  arbitrairement  dans  le  plan  des  x,  r,  de  manière  à  lier  le 
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point  (xlny0)  au  point  (X,  Y).  Or,  pour  obtenir  un  pareil  système, 
il  suffit  de  prendre  à  volonté,  dans  le  plan  des  x,  j',  une  suite  de 
points  dont  les  coordonnées  soient  respectivement  désignées  par 

x„,    y„;     x,,    y\;     x,,    y,,...;     x„_,,    j",,-.  ;     X,     Y; 

puis  de  lier  par  une  première  courbe  le  point  (.J'oJTo)  au  point 
(•*'n  )'i)i  Par  une  deuxième  courbe  le  point  (.ri,  )  f  )  au  point 
(r,,  )2),...;  enfin  par  une  dernière  courbe  le  point  (.r„_i,  j.,-\  ) 
au  point  (X,  Y).  Cela  posé,  représentons  par 

?(/>,  q,  r,...),     y(p,  q,  r,...) 

deux  fonctions  réelles  de  n  variables/»,  y,  /',...,  et  par/?„,  (/0,  ''<>,•■•, 
P,  Q,  R,...  des  valeurs  particulières  de/),  <•/,  /,...  propres  à  vérifier 
les  équations 

^o=  ©(/?.,  q»,  r,,...),    yt  —  i{pt,  qt,  /•„,..  .), 

x-.=  y(V,   q,,~r„. . .),    j-,  =  7j(P,  q„,r„,...), 

{  x,=  <p(P,  Q,  r0, . . .  ),     r3  =  x(  P,  Q,  r„, . . .  ), 


=  <?(P,  Q,  R,...);    Y  =  %(P,  Q,  R,...)- 

Pour  lier  par  une  première  combe  le  point  (x,nj  „)  au  point  (xi,j  ,N, 
il  suffira  évidemment  d'assujettir  les  coordonnées  x  et  y  à  la  re- 
lation que  déterminent  les  deux  équations  simultanées 

(164)  x  =  (f(p,q,,r„,...),    y  =  x(p,qt,r,,,...). 

Cette  relation  étant  admise,  on  obtiendra  l'intégrale  correspon- 
dant à  la  première  courbe,  en  remplaçant  dans  la  formule  (12)  la 
variable  l  parla  variable/»,  les  fonctions  çp(ï),  ;((£)  par  les  fonc- 
tions <p  (/»,  y0,  r0,. . .),  x(/7)  'loi  ''<>■>•  •  Os  et  ^'s  limites  /„,  T  par 
/<„  et  P.  En  conséquence,  l'intégrale  correspondant  à  la  première 
courbe  deviendra 

i     ÇvdWp,  7„,  r...  ..)  +  yf—J7L(p,  g„,  r,,,...)] 
JP  dP 

Xf[<?(P>  ?»>  r„...)+\/—  *x[p,  ?.,  r,,..  .)]<//>. 

De  même,  comme  il  suilit  d'assujettir  les  variables  a,-,  y  aux  équa- 
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lions  simultanées 

(166)  x  =  <p(P,  q,  #•„...),    r  =  x(p»?»  r„...) 

pour  qu'elles  représentent  les  coordonnées  d'une  courbe  tracée  de 
manière  à  lier  le  point  (.r,,  Ti)  au  point  (x2,  js),  l'intégrale  rela- 
tive à  cette  seconde  courbe  pourra  s'écrire  sous  la  forme 

|     rQ(/[ofP,  g,  r.....1  +  ^=Ty,(P.  g,  r.....)] 

!  X/[?(P,g,  rc,,..)+</=^%(P,  g,r„...)]<fy. 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  finira  par  reconnaître  que 
la  somme  des  intégrales  relatives  aux  différentes  courbes  peut  être 
réduite  à 


(.68) 


' d[o(p,  g.,  r„ )-f-  y/—  iy  p,gt,r.,...)] 

dp 

X/[?(P.  <?».  r„....)  +  \'  —  f/Jp,  q„  r„  .  .  .  )]dp 

u    rq  4?(  P.  <7-  /•...■■)  +  V^7/(  P,  g,  r., .  ■  ■  )] 

4  ^ 

Xf[o{V,q,  r„...)  +  4-xX[9,  q,r„...)]dq 

rRtl\-j!P.  Q.  r,  ...)->-  y'^/fP,  O,  r,...)] 

X/[ç(P,  Q,  r,...)  +  v-^Z  ?,  Q.  r,...)]rfr 


Ainsi  la  différence  entre  deux  sommes  de  cette  espèce  pourra  être 
facilement  déterminée  à  l'aide  des  principes  établis  n°  11. 

Si  l'on  réduit  les  variables  £>,  y,  r, ...  aux  deux  suivantes/;,  /•, 
la  somme  (ib'8)  deviendra 

C1' dU  p,r.)  +  d~i y(p,  r0)]-r    .         ,         , ,  , 

j        "  p<,  " 

J    ,     rRd'MP,r)+d^y(P,r)]^    fV  ,—    rp       , 

[  +  J  — d- " -V  L?(  P>  f)  +  V  —  '  /(  P>  '•  J  dr. 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  échange  entre  elles  les  variables 

4- 
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y.  i  .  on  obtiendra  une  nouvelle  somme  qui.  étant  comparée  à  la 
précédente,  fournira  l'équation 

jf^'*-'^*'*  "']/[,!,.  ,)  *  ,=7,.-,.  *>]* 
j- «  4T(P.-W^x[P,-)l  , [f ( p,  „  + , - 7 , „,  ,.„ «. 

|=   |      _U^ L__ *d£ '■±f[*(p„r)  +  ^-izip,,r)\dr 

fv  d\y{p,  R)  -f-  \[=lx(p,  R)]  ^.r    ,      n  i      n-1/ 

t/p,  y 

+  A, 

A  étant  composé  de  termes  relatifs  à  celles  des  racines  de  l'équa- 
tion (19)  qui  représentent  des  valeurs  particulières  de  l'expression 
imaginaire 

?(/>»  g)  +  v/zr'x(/>>  î) 

correspondant  à  des  valeurs  de  />  renfermées  entre  les  limites  p„^ 
P,  et  à  des  valeurs  de  q  renfermées  entre  les  limites  q0,  Q.  L'équa- 
tion (1 70)  coïncide  avec  la  formule  générale  que  j'ai  donnée  dans  le 
XIXe  Cahier  du  Journal  de  V Ecole  royale  Polytechnique,  p.  5y4- 
On  en  déduit  immédiatement  celles  que  j'ai  rapportées  dans  les 
pages  075  et  suivantes  du  même  cahier,  et  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  Philojnathique  de  1822.  Si  l'on  fait  en  particulier 

f[p,  r)  =  reP^-r':=  r(cosp  4-  y/—1  sinj»  , 

l'équation  (170    deviendra 

/.R  ,  /.P  _     . 

I         l      ev\  --'/  reP\-'  )dr  ■+■  J—  1    /      ;;e^    '/    1  en       dp 

(,7I)  f»        -  -    £ 

/=/     eP^-'f{reP<^)dr+\l—i    /     Re/'^'/Iîe^1   dp+à, 

et  l'on  aura 

172  A  =  -2-(f,4-r,  +  ...)V/3T, 

les  termes  f,,  f>,...  étant  relatifs  aux  racines  de  l'équation    19 
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qui  peuvent  représenter  des  valeurs  de  l'expression  imaginaire 

r(cosp  -+-  y/— i  sinp) 

correspondant  à  des  valeurs  de  /•  comprises  entre  les  limites  /„, 
R,  et  à  des  valeurs  de  p  comprises  entre  les  limites  />0,  P. 
Si,  dans  l'équation  (171)1  on  Pose 

/•0=O,       R  =  I,      p0=  O,    '  P=r7I, 

on  en  tirera 

(i73)      /"  [/(,-)  +f(-r)]dr=-s/-i    f'\r\'~f{eP^)dp-A, 
Ja  Jo 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(i74)  f\p^fieP^)dp  =  s/-î   f  7(,-K/,+Av-.. 

■»  0  «/  — 1 

Cette  dernière  formule,  que  j'ai  donnée  dans  le  Bulletin  de  la  So- 
ciété Philomathique,  comprend,  comme  cas  particulier,  une  équa- 
tion du  même  genre,  que  M.  Vernier  a  démontrée  à  l'aide  du  déve- 
loppement en  série. 
Si  l'on  supposait 

r„=o,     R  =  i,     p„=z  o,     P  =  t., 

on  tirerait  des  formules  (171)  et  (172) 

0:5)  f    eP\l=ïf(eP</~*)dp  =  2n(îl-hU  +  ...), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


:n6) 


Jo  2 


La  formule  (175)  coïncide  avec  l'équation  (17)  des  additions  au 
dernier  des  Mémoires  insérés  dans  le  XIXe  Cahier  du  Journal  de 
l'Ecole  Polytechnique.  De  plus,  si  l'on  désigne  par  -,,  zs, .  .  .  celles 

des  racines  de  l'équation  ^—  =  o  qui  ont  pour  valeur  numérique 

ou  pour  module  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  et  si,  dans  la  for- 
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f!z) 

mule  (176),  on  remplace/^;;)  par  ;  on  en  conclura 

!.„)  jr&=a±ûîïQ*=.[«.)*|+|+...]. 

cliacune  des  constantes  f,,  f2,  .  .  .  devant  être  réduite  à  moitié 
toutes  les  fois  que  la  racine  correspondante  aura  l'unité  pour  mo- 
dule. Enfin,  si  dans  l'équation  précédente  on  écrit  ip  au  lieu  de  />, 
on  en  tirera 

es)  £f^+fi<--'^dp=i[M+L+l+...]. 

Soient  maintenant  s  une  quantité  positive  et  f  (x)  une  fonction 
de  a?,  choisie  de  telle  manière  que  l'expression 

([reP\f~), 

reste  finie  et  continue  entre  les  limites  ;•  =  o,  r  =  1  ;  p  =  — 7t, 
yL>  =  7ï.  Si  l'on  pose  successivement 


on  tirera  de  l'équation  (178)  : 
i°  Pour  s  <^  r, 

Jo       I  —  ISCOSip-T-S2  2y/_i  r         4 

■79)     j       „ 

r»      ,-,cqS2P       f>^-)+f(^/-)<//>  =  E[fM  +  f(0)]; 

S    J0       I  —  2.5C0S2/?  H-  S2  2  r  4 

2°  Pour  5  ]>  1 , 

]    JQ       1  —  2SC0S2/7+S1  2\7— I  4L      W  J 


J0       I—  2SC0S2/>-|-51  2  ^  4L  WJ 
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On  trouverait,  au  contraire,  en  réduisant  s  à  l'unité  et  la  première 
des  intégrales  (179)  ou  (180)  à  sa  valeur  principale, 


1     r^ln.p      f.yW-Q-ffc-.^  r 

\  J0     1  — cosap  2V  — 1  2 


f(o)], 


c 


dp=-  f(o). 


Les  équations  (179},  (180),  (181)  peuvent  être  déduites  directe- 
ment du  théorème  de  M.  Parseval  sur  la  sommation  des  séries.  Elles 
s'accordent  avec  une  formule  donnée  par  M.  Guillaume  Libri  dans 
le  tome  XXVIII  des  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Turin  et  avec  celles  que  nous  avons  insérées,  M.  Poisson  et  moi, 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  Plùlomathique  de  1822.  Si  l'on  rem- 
place dans  ces  équations  la  lettre  ^  par  la  lettre  r,  et  si  l'on  y  pose 
successivement 

on  retrouvera  précisément  la  formule  de  la  page  3oi  (*). 

17.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  considéré  que  des  intégrales 
simples  ;  mais  les  principes  que  nous  avons  établis  sont  également 
applicables  à  la  détermination  et  à  la  transformation  des  intégrales 
doubles  ou  multiples,  prises  entre  des  limites  réelles  ou  imaginaires. 
Nous  ne  nous  étendrons  pas  ici  sur  cet  objet,  que  nous  nous  pro- 
posons de  développer  une  autre  fois,  et  nous  terminerons  le  pré- 
sent Mémoire  en  indiquant  l'usage  de  quelques-unes  des  formules 
que  nous  avons  obtenues  dans  le  problème  relatif  à  la  propagation 
des  ondes.  (A  suivre.) 

(')  Voir  Bulletin,  t.  VII. 
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MÉMOIRE  SIR  LE  THÉORÈME  PE  STURM; 
Par  M.  G.  IURROUX. 


PREMIERE     PARTIE. 

Le  Ijcau  théorème  que  l'Algèbre  doit  à  Sturni  n'est  pas  très- 
ancien,  et  déjà  son  étude  a  donné  lieu  à  un  grand  nombre  d'inté- 
ressantes recherches,  dont  l'ensemble  constitue  un  des  chapitres  les 
plus  importants  de  la  ihéorie  des  équations.  On  connaît  les  beaux 
Mémoires  que  plusieurs  géomètres  :  MM.  Sylvester,  Hermite, 
Cayley,  Brioschi,  Kronecker,  etc.,  ont  consacrés  à  l'étude  appro- 
fondie de  cette  grande  découverte.  Ces  travaux  ont  été  résumés 
dans  un  Ouvrage  de  M.  Hattendorlf  dont  la  deuxième  édition  a  paru 
dans  ces  derniers  temps.  M'étant  proposé,  il  y  a  deux  ans,  d'en- 
seigner les  éléments  de  cette  théorie  aux  élèves  de  l'Ecole  Normale, 
j'ai  cru  reconnaître  qu'au  lieu  d'exposer  à  part  les  deux  démons- 
trations que  l'on  connaît  du  théorème  de  Sturm,  celle  de  l'inventeur 
et  celle  de  M.  Hermite,  et  d'établir  ensuite  le  lien  de  ces  deux  dé- 
monstrations au  moyen  de  l'expression  des  fonctions  de  Sturm,  due 
à  M.  Sylvester,  il  y  avait  le  plus  grand  avantage  à  développer  la 
théorie  tout  entière,  en  employant  uniquement  la  méthode  de 
M.  Hermite.  J'ai  été  ainsi  conduit  à  tous  les  résultats  connus  et  à 
plusieurs  formules  nouvelles  dont  le  développement  constitue  la 
première  Partie  de  ce  travail.  La  seconde  Partie,  communiquée  en 
même  temps  que  la  première  à  la  Société  Philomathique  au  mois 
de  mars  i8j4i  contiendra  la  définition  de  plusieurs  suites  très-géné- 
rales, renfermant  un  grand  nombre  de  constantes  arbitraires  et 
d'une  loi  de  formation  facile,  qu'on  peut  substituer  aux  fonctions 
de  Sturm,  ainsi  qu'un  moyen  relativement  simple  de  former  des 
fonctions  analogues  dans  le  cas  des  équations  à  plusieurs  inconnues. 

I. 

Soient  /    .1  ■  .  '-'  x  ,  deux  fonctions  entières  de  x. 

1   flx)  =  a„  x"  —  rt,  x"~'  —  ...  -4-  «„_,  x  —  a„, 

(i)  \j  y    /        » 

|   9  (a-)  =  b„  X"  -r-  b,  x"-'  -t-.     .  4-  6,i-.  x  ■+■  b„, 
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et  désignons   par  au  y, a„  les  n  racines  de  la  première.   La 

seconde  de  ces  fonctions  sera  supposée  du  degré  n  ou  n  —  i  :  il 
suffira  d'annuler  b0  dans  les  formules  qui  vont  suivre  pour  obtenir 
les  résultats  relatifs  au  cas  où  elle  est  de  degré  n  —  i .  On  a.  comme 
Oïl  sait. 

f  (* 

(2) =  «0  z"~'  ■+■  n,  et      x"~-~  a-,  y.:      x"   '  +  ...+  ff,«; 

x  —  a, 

—  a  —  a  y,  —a,  y." 


et  aussi 

(3) 


o(x)  b„       V*  o    y., 

f{x)  ~~  a„      Zj  f  ,«/)  (^  —  «•,' 


la  somme  qui  figure  dans  le  second  membre  étant  étendue  à  toutes 
les  racines  «,-. 

Cela  posé,  considérons  la  fraction 

p=f[*)*(z,)-f  l     -'-"  . 
z  —  z, 

qu'on  peut  immédiatement  ramener  à  la  forme  entière  en  divisant 
le  numérateur  par  z —  zt.  Ou  obtient  ainsi,   comme  on  sait,  le 
résultat  suivant  : 
Posons 

(4  d,i  =  a„_,  &„_<  —  «„_<  b„_,, 

(5)  c.i,—  d,,,.lu+,+  </■,,_<  —  ...  —  (/,_. 

on  a 

Cd  =  C/,, 

et  la  fraction  F  développée  prend  la  forme 

(6)  F  =  -Icaz'z>;. 

Si.  au  lieu  desprimer  F  en  fonction  des  coefficients  des  deux  équa- 
tions 1  .  on  veut  mettre  en  évidence  les  racines  de^(j"  ,  on  dé- 
duira s   z  .  9(«i)  de  la  formule  '3  .  et  l'on  obtiendra  ainsi 


F=X^fizlfiz      . 

L^  J  («/)  Z  —  y.,  z  —  y 
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Enfin  nous  allons  donner  un  troisième  développement  de  F  qui 
nous  sera  indispensable  dans  la  suite. 

Introduisons  la  fonction  ty(z)  de  degré  n  —  i,  définie  par  l'équa- 
tion 

(8)  ?(*)-£/{*)  =  +(*), 

et  effectuons  sur  f{z)  et  cp  z)  la  reclierclie  du  plus  grand  commun 
diviseur  d'après  la  méthode  de  Sturm  5  nous  serons  conduits  aux 
équations  suivantes  : 

f{z)  —  (mz  -t-q)   6(z)  —<\,,(z), 


(9) 


■;„_..  Z)=[mn^z  +  gf„_2)  4»_,(j!)  —  <\>«-,{z), 
4»*-»(a)  =  ('n«-ia  +  5f»-i)(J'»-t(z), 
■1 .      z)  =  const.; 


alors  tyi(z)  sera  du  degré  »  —  i  —  1 ,  et  les  fonctions 

formeront  une  suite  de  Sturm.  On  peut  faire  la  remarque  que,  si 
au  lieu  de  commencer  par  opérer  suvj'(z)  on  eût  opéré  sur  <p(z) 
ct<|/(.z),  on  eût  obtenu  les  mêmes  fonctions  ^  à  un  facteur  con- 
stant près.  En  effet,  si  l'on  ajoute  à  la  première  des  équations  (0/ 

l'équation  (8)  multipliée  par  j-i  on  aura 

<p(z)=r(TO2  +  g)^  +  iJtp(z)-  ^ +,(*). 

On  voit  donc  que i^t  (r)    est  le  reste  de  la  division  de  <9[z) 

par  <£(-)  ;  la  fonction  i|/,  (;)  sera  donc  multipliée  par  un  facteur  —  , 

et  les  fonctions  suivantes  ^s(z), ..  .  demeureront  les  mêmes  dans 
les  deux  suites. 

Chacune  des  fonctions  ty  s'exprimera  en  fonction  linéaire  dcf  (x) 
et  ?(x)  par  une  équation  de  la  forme 

<bi(x)  =  ~DiG{x)—  TSif(x), 
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où  ±ST,  et  D,  sont  des  polynômes  de  degré  ».  Ces  polynômes  et  la  fonc- 
tion tyi  (x)  sont  ainsi  déterminés ,  à  un  facteur  constant  près,  par  la 
condition  que  le  second  membre  de  l'équation  précédente  se  réduise 
au  degré  n  —  £  —  i . 

Cela  posé,  au  moyen  de  l'équation  (8),  éliminons  o(")  et  <p('i) 
de  la  fonction  F,  nous  aurons 

F=/(«)<K«.)-W/(«.), 

'  z  —  z, 

De  la  première  des  équations  (9)  tirons  _/"(')  ,f(zi)  en  fonction 
de  ty{z),  <K^i)j  4,»(z)i  ^j(ci)i  ct  Portous  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion précédente,  nous  aurons 

(11)  F  =  m<\>{z)^(zl)+  —  z  —  z,  ~' 

En  continuant  de  cette  manière  jusqu'à  la  fin  de  la  suite,  nous 
obtiendrons  ainsi  le  nouveau  développement  de  F 

(11')  F  =  m<\>  (z )  il(  z, )  +  m,  <\i,{  z  )  <]i,  (z,  )+...+  /?(„_,  +»_,(*)  ^-.(z,). 

On  a  d'ailleurs 

[    ij;  [x)  =  Ax"-'  -+■  Bjc"-2  +  .  .  ., 

('2)  1 

(  <\>i[x)  =  AiX'-'-'  -+■  BiX"-'-2-i-. . . , 

(i3)  A  =  6, =  -     —5 

et  les  formules  (9)  nous  donnent,  en  égalant  les  coefficients  des 
deux  plus  hautes  puissances  de  z  dans  les  deux  membres, 

(i4)  a0=  m  A,     A,_,  =  m,  A,,     B,_,  =  qt  A,  -+-  B,  mit 

en  sorte  que  les  expressions  des  quantités  ira,-  et  </,  se  déduiront  de 
celles  des  fonctions  ^,(.r). 

IL 

On  déduit  des  calculs  précédents  d'importantes  conséquences. 
La  fonction  F,  définie  par  les  équations  (6),  (7),  (11),  a  été  trans- 
formée par  M.  Hermite  de  la  manière  suivante  : 
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Cette  fonction  contient  les  n  —  i  puissances  de  z 

z,  z',. . .,  z"-', 

et  si,  dans  les  termes  qui  ne  contiennent  aucune  de  ces  puissances, 
on  introduit,  z°,  elle  devient  un  polynôme  homogène  et  linéaire 
par  rapport  aux  indéterminées 

De  la  même  manière  elle  peut  être  considérée  comme  une  fonction 
linéaire  et  homogène  des  n  puissances  de  z, 

z],  z\,  z ;,...,  :"-'.• 

D'après  cela,  si,  au  lieu  de  considérer  ces  :>,n  variables  respective- 
ment comme  des  puissances  de  deux  d'entre  elles  z,  z4,  on  suppose 
que  les  exposants  soient  transformés  en  indices  supérieurs  propres 
à  distinguer  des  "variables  indépendantes,  la  forme  F  deviendra  une 
fonction  de  deux  séries  de  variables  indépendantes 

:",z',    ..,_-"-',     z°,z\,..    ,z'l~', 

linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  variables  de  chacune  des 
deux  séries. 

Mais  si  l'on  pose,  cjuel  que  soit  A, 


la   fonction  F  se  transformera  en  une  fonction  quadratique  des 
n  variables 


Cette  forme  quadratique,  que  nous  appellerons  <£,  sera  d'abord  dé- 
finie par  la  formule 

(.5)  *  =  -2c,*«'**I 

déduite  de  la  formule  (6).  Les  autres  expressions  de  F  vont  nous 
donner  aussi  de  nouvelles  expressions  de  <t>. 

Si,  dans  l'équation  (7),  on  fait  z,  =  z,  on  aura 


(16) 


Z/'(«,)U-«J 
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pourvu  que,  après  la  division  de  f(z)  par  z  —  «,-,  on  considère  les 
diverses  puissances  de  z  comme  des  variables  indépendantes.  Enfin 
on  déduit  de  l'équation  (i  i) 

(15)  $  =  »np(z)-+-  m,  ty\[z  )  +  ...+  m„_,  '\/'n_t{z). 

Nous  avons  donc  trois  formes  distinctes  de  $.  Les  deux  dernières 
constituent  deux  décompositions  de  cette  l'orme  en  carrés. 

m. 

On  sait  que,  étant  donnée  une  forme  quadratique  à  coefficients 
réels,  dans  toute  décomposition  en  carrés  de  cette  forme,  le  nombre 
des  carrés  positifs  demeurera  invariable.  Les  formules  (16)  et  (17) 
donnant  deux  décompositions  de  la  forme  <î>,  nous  pouvons  appli- 
quer la  proposition  que  nous  venons  de  rappeler. 

Il  est  vrai  que,  dans  la  formule  (16),  certains  carrés  seront  à 
coefficients  imaginaires  quand  toutes  les  racines  ai,  ne  seront  pas 
réelles;  mais  INI.  Hermite  a  montré  que  l'on  peut  remplacer  les  deux 
carrés  correspondant  à  deux  racines  imaginaires  conjuguées  par 
deux  carrés  réels  affectés,  l'un  d'un  coefficient  positif,  l'autre  d'un 
coefficient  négatif.  Donc  la  différence  entre  le  nombre  Tt  des  carrés 
positifs  de  la  forme  <P  et  le  nombre  v  des  carrés  négatifs  est  égale 
à  l'excès  du  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  f[x)  =  o  pour 

lesquelles  ■— — -  est  positif  sur  celui  des  racines  réelles  de  la  même 

'  f\x)        ^        J 

équation  pour  lesquelles  '  est  négatif.  En  d'autres  termes,  la 

f(x) 
différence  ~  —  v  est  l'indice  intégral  de  la  fraction  —, ou  de  son 

o(x) 

inverse.  On  a 


(i8>  9.. 


?(*>_, 


Considérons  la  suite 

(hj)  a„,  A,  A,,.  .  .,  A„_, 

des  premiers  termes  de  f(x)  et  des  fonctions  ^.  On  a,  d'après  les 
équations  (i4)5 

«„=/»A,     A^_,  =  /?ifA/,; 
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donc  le  nombre  des  coefficients  m,  mu  m.,. .  .  .  qui  sont  négatifs  est 
égal  à  celui  des  variations  de  la  suite  (ig).  Il  y  a,  au  contraire, 
autant  de  coefficients  m,-  positifs  qu'il  y  a  de  permanences  dans  la 
suite  (19)-  Si  l'on  se  reporte  à  l'expression  (ij)  de  la  forme  <t>,  on 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

L'indice  intégral  de  la  fraction  —        est  égal  à  la  différence 

entre  le  nombre  des  permanences  et  le  nombre  des  variations 
que  présente  la  suite  des  premiers  termes  des  fonctions  de  Sturni, 
ou,  ce  oui  est  identique,  au  degré  de  es  .;'.  diminué  du  double 
du  nombre  des  variations  de  cette  suite. 

Si  <ç  .*)  est  la  dérivée  def(x),  '  sera  égal  a  l'unité  et,  par 

conséquent,  positif  pour  toutes  les  racines  réelles.  Donc  le  nombre 
des  couples  de  racines  imaginaires  est  égal  au  nombre  des  varia- 
tions de  signes  que  présente  la  suite  des  premiers  termes  des  fonc- 
tions de  Sturm  :  c'est  la  proposition  connue,  démontrée,  on  le  voit, 
sans  aucune  considération  de  continuité. 


IV. 

On  déduit  aussi  des  résultats  qui  précèdent  un  moyen  simple  et 
nouveau  de  former  les  fonctions  de  Sturm.  Soit,  en  effet,  la  fonc- 
tion quadratique  <P  écrite  sous  la  forme 

-2citz' z", 

et  décomposons-la  en  carrés  par  la  méthode  la  plus  simple;  nous 
obtiendrons 

*  =  *(/*-' +  g*~ +  ...+  /«•)' 

-+- A.  (/,*—  +  ... -4- /*•}" 

-4- A,  (/,*->+... +  /*•)' 


Il  n'y  a  qu'à  comparer  ce  développement  à  la  formule  (17)  pour 
reconnaître  que  1rs  différentes  fonctions 
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sont  identiques,  à  un  facteur  constant  près,  aux  fonctions  de  Sturm. 

<p(z),  <Jii  (z),...;  h,  A],...  sont  en  outre  de  même  signe  que  w,  m15 

Comme  les  signes  des  fonctions  de  Sturm  ont  seuls  de  l'importance, 
on  pourra  substituer  aux  fonctions  ty(z)  les  suivantes  : 

±(/z-+...j.  +(/;--'+...). ...,  ±/_.*, 

et  l'on  déterminera  les  signes  de  la  manière  suivante  :  le  premier 

coefficient  de  la  première  fonction  doit  avoir  le  signe  de  A,  et  les 

±  fi 
autres  signes  seront  choisis  par  la  condition  que        „  '    ait  même 

signe  que  /;,-. 

Mais  on  peut  aussi  trouver  les  expressions  exactes  des  fonctions  ty 
de  la  manière  suivante.  Posons 

(2.)  /,i-*--t-...=  k +,(*); 

on  devra  avoir 

(22)  hi  \\  =  mi, 

et  aussi,  en  égalant  les  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  z, 

(23)  fi  =  h  Ai, 

d'où  l'on  déduit,  d'après  les  formules  (14)  et  (22), 

(24)  A,_,  A,  =  /,,/,>. 

Ces  équations  feront  connaître  les  inconnues  A,,  A,-.  On  trouvera,  par 
exemple, 

[        A„  _    hJh...h,j    [f,ft...f,i 


(25  (  J  J         J 

[  AA-'~    hJu...h,i    \fif,...f« 


[A  suivre. 
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lent Ouvrage  que  nous  devons  à  M.  Salmon,  et  de  la  deuxième  édi- 
tion delà  traduction  allemande.  L'indication  du  nombre  des  pages 
contenues  dans  les  deux  textes  nous  montre  aussi  que  .M.  Fiedler 
ne  s'est  pas  borné  au  simple  rôle  de  traducteur  et  qu'il  a  beaucoup 
ajouté  à  l'Ouvrage,  déjà  considérable,  de  M.  Salmon.  Les  deux 
Traités  sont  appréciés  depuis  longtemps  :  les  personnes  qui  étudient 
la  Géométrie  analytique  connaissent  tous  les  secours  qu'ils  leur 
doivent,  tout  le  profit  qu'ils  en  ont  tiré.  Nous  nous  bornerons 
donc,  pour  chacune  des  deux  éditions  nouvelles,  à  indiquer  en 
quoi  elles  se  distinguent  des  précédentes  et  comment  elles  ont  été 
mises  au  courant  des  progrès  les  plus  récents  accomplis  dans  cette 
partie  de  la  Géométrie. 

L'édition  anglaise  a  été  modifiée  à  plusieurs  égards.  D'abord 
l'auteur  a  supprimé  un  Chapitre  sur  les  quatemion-s,  que  rendait 
inutile  la  publication  des  Ouvrages  spéciaux  de  MM.  Tait  et  Kel- 
iand,  et  l'étude  sur  le  nombre  de  solutions  de  certains  systèmes 
d'équations,  qui  se  trouvait  mieux  à  sa  place  dans  Y  Algèbre  supé- 
rieure du  même  auteur.  En  revanche,  il  a  ajouté,  à  propos  des  com- 
plexes, quelques  notions  très-intéressantes,  bien  qu'un  peu  suc- 
cinctes, sur  les  beaux  travaux  de  M.  Cayley  et  de  Plùcker.  On  sait 
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que  M.  Cayley  a,  le  premier,  eu  l'idée  de  parler  des  coordonnées 
d'une  ligne  el  de  la  considérer  comme  un  élément  de  l'espace. 

Si  l'étude  des  surfaces  et  des  courbes  générales  du  quatrième 
ordre  n'a  pas  encore  été  abordée  d'une  manière  sérieuse,  on  pos- 
sède cependant  de  nombreux  travaux  sur  les  surfaces  du  quatrième 
ordre  douées  de  points  multiples  et  de  ligues  multiples.  Lu  Clia- 
pitre  spécial  et  étendu  a  été  consacré  à  l'exposition  des  progrès  ré- 
cents  de  cette  théorie,  progrès  dont  nous  avons  à  plusieurs  reprises 
rendu  compte  à  nos  lecteurs. 

La  première  Partie  de  l'édition  allemande  a  aussi  subi  des  chan- 
gements assez  notables.  En  dehors  des  points  de  l'ancienne  théorie 
qui  ont  été  remaniés  ou  exposés  d'une  manière  plus  claire  et  plus 
heureuse,  un  Chapitre  spécial  a  été  consacré  à  l'étude  des  inva- 
riants et  des  covariauts  des  surfaces  du  second  ordre,  à  l'étude  des 
complexes,  et  en  particulier  de  ceux  du  second  degré.  La  Géomé- 
trie a  reçu  une  si  vive  impulsion,  elle  a  fait  tant  de  progrès,  qu'on 
ne  peut  guère  s'attendre  à  rencontrer,  même  dans  des  Ouvrages 
aussi  étendus,  le  développement  complet  d'une  partie  quelconque 
de  la  théorie.  Tout  ce  qu'on  peut  leur  demander,  c'est  de  faire  pé- 
nétrer le  lecteur  au  cœur  même  du  sujet  et  de  lui  inspirer  le  désir 
d'aller  plus  loin.  C'est  une  condition  à  laquelle  satisfont  au  plus 
haut  degré  les  Ouvrages  de  MM.  Salmon  et  Fiedler. 

Les  additions  sont  surtout  considérables  dans  la  seconde  Partie. 
On  y  trouve,  en  dehors  des  modifications  secondaires,  trois  addi- 
tions principales  :  l'une  sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre,  trai- 
tées d'après  le  Chapitre  correspondant  de  l'édition  anglaise,  toute- 
fois avec  quelques  compléments.  Les  deux  autres  se  rapportent, 
dune  part  aux  complexes  et  à  leurs  surfaces  caractéristiques, 
d'autre  part  à  la  représentation  plane  des  surfaces  et  aux  méthodes 
de  transformation  des  points  de  l'espace.  Nous  a\ons  trop  souvent 
entretenu  nos  lecteurs  de  ces  questions  pour  y  revenir  ici  avec  de 
grands  détails--,  nous  nous  contenterons  de  signaler  une  exposition 
des  beaux  travaux  de  MM.  Cayley  et  Cremona  sur  les  méthodes  de 
transformation. 

2\ous  nous  reprocherions  de  ne  pas  mentionner  aussi  une  Note  sur 
les  surfaces  minima,  qui  est  le  résumé  d'un  Mémoire  manuscrit  de 
M.  H. -A.  Schwarz,  collègue  de  M.  Fiedler  ù  l'Institut  Polytech- 
nique de  Zurich. 
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Le  résumé  que  nous  venons  de  faire  suffit  pour  montrer  que, 
dans  les  deux  éditions  nouvelles,  la  Géométrie  ajialj  tique  à  trois 
dimensions  de  M.  Salmon  pourra  servir  pendant  longtemps  en- 
core de  guide  précieux  aux  savants  et  aux  étudiants.  !Nous  termine- 
rons en  émettant  un  vœu,  c'est  que  bientôt  la  traduction  française 
de  cet  Ouvrage  et  du  Traité  des  courbes  planes  vienne  prendre 
place  à  côté  de  celles  de  X  JLlgebre  supérieure  et  des  Sections  co- 
niques, que  nous  devons  à  MM.  Bazin,  Resal  et  \  aucheret. 

G.  D. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 
COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  ('). 
T.  LXNIV;  juin-décembre  1874,  ■■f  semestre  (suite  et  fin). 
N°  2o.  Séance  du  21   décembre   187  L 

Le  ^ehuier  ,'U.'.  —  Théorie  nouvelle  du  mouvement  de  la  pla- 
nète Neptune.  Remarques  sur  l  ensemble  des  théories  des  huit 
planètes  principales  :  Mercure,  f  émis,  la  Terre,  Mars,  Jupiter, 
Saturne,  l  1 anus  et  Neptune. 

«  La  théorie  de  Neptune,  que  j'ai  l'honneur  de  présenter  au- 
jourd'hui à  l'Académie,  complète  l'ensemble  des  théories  fonda- 
mentales du  système  planétaire,  dont  la  première  pièce  remonte 
au  16  septembre  1839,  il  y  a  trente-cinq  ans. 

»  Les  nombreux  développements  ajoutés  d'année  en  année  sont 
tous  mentionnés  dans  le  Recueil  de  l'Académie.  Une  partie  d'entre 
eux  ne  figurent  que  par  leur  titre,  et,  comme  ils  sont  disséminés 
dans  un  grand  nombre  de  volumes,  l'Académie  voudra  bien  me 
permettre,  au  moment  où  j'arrive  à  la  fin  de  cette  longue  discus- 
sion, d'en  présenter  un  résumé  précis,  mais  succinct. 

»  En  1849,  engaS^  depuis  dix  années  déjà  dans  le  travail,  et  en 
mesure  de  mieux  apprécier  les  difficultés,  j'en  présentais  les  condi- 
tions essentielles  dans  des  termes  auxquels  je  n'ai  rien  à  changer  : 

(')  Voir  Bulletin,  t.  VIII.  y.  37. 
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»  Aucune  des  Tables,  disions-nous,  destinées  à  représenter  les 
mouvements  des  planètes  ne  s'accorde  rigoureusement  avec  les  ob- 
servations. Les  plus  précises,  celles  de  la  Terre  et  de  Mercure, 
laissent  encore  à  désirer.  Je  ne  parle  point  ici  de  ces  écarts  irré- 
guliers que  l'incertitude,  inséparable  de  toute  mesure  physique, 
amène  nécessairement  entre  l'observation  et  le  calcul,  mais  bien 
de  ces  erreurs  systématiques  dont  la  variation  suit  une  loi  déter- 
minée, dont  l'existence  réelle  et  la  régularité  ressortent  de  l'en- 
semble des  travaux  des  différents  observatoires,  et  dont  on  ne  peut 
accuser  que  la  tbéorie. 

»  Ces  incertitudes  méritent  de  fixer  toute  notre  attention;  sans 
doute  elles  sont  peu  considérables,  mais  en  revanche  elles  existent 
partout,  et  leur  petitesse  ne  nous  autorise  pas  à  les  négliger. 

»  11  serait  assurément  peu  grave  en  soi  que  nos  Tables  astrono- 
miques lissent  une  erreur  d'une  demi-seconde  sur  le  temps  du  pas- 
sage d'un  astre  au  méridien,  si  l'importance  de  cette  erreur  ne  rési- 
dait dans  son  degré  de  certitude  plutôt  que  dans  sa  grandeur.  Tout 
écart  décèle  une  cause  inconnue  et  peut  devenir  la  source  d'une 
découverte.  Si  ces  écarts  devaient  grandir  considérablement  avec  le 
temps,  nous  pourrions,  il  est  vrai,  attendre  leur  entier  développe- 
ment pour  lire  avec  plus  de  sûreté,  dans  leur  marche  progressive, 
la  cause  qui  les  produit;  mais,  d'abord,  nous  laisserions  ainsi  à  la 
postérité  le  soin  de  perfectionner  la  science  et  l'avantage  de  con- 
naître de  nouvelles  vérités.  En  outre,  certaines  actions  étrangères 
peuvent  se  manifester  par  des  effets  toujours  peu  sensibles  ;  et,  si 
nous  dédaignions  ces  effets,  la  cause  dont  ils  dépendent  resterait 
éternellement  ignorée. 

»  La  théorie  du  mouvement  d'une  planète  repose  sur  ces  hypo- 
thèses, que  chacune  d'elles  n'est  soumise  qu'aux  actions  du  Soleil 
et  des  autres  planètes,  et,  en  outre,  que  ces  actions  s'exercent  con- 
formément aux  principes  de  la  gravitation  universelle. 

»  Mais  les  conséquences  du  principe  newtonien  n'avaient  pas 
été,  sur  beaucoup  de  points,  déduites  avec  une  rigueur  suffisante; 
et,  par  ce  motif,  on  ne  se  trouvait  point  en  état  de  décider  si  les 
désaccords,  signalés  entre  l'observation  et  le  calcul,  tenaient  uni- 
quement a  des  erreurs  analytiques,  ou  bien  s'ils  étaient  dus  en  par- 
tic  a  l'imperfection  de  nos  connaissances  dans  la  Physique  céleste. 

«   Il  fallait  donc  reprendre  les  théories  mécaniques  des  mouve- 
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menls  des  planètes  et  les  scruter  jusque  dans  leurs  dernières  consé- 
quences, avant  de  pouvoir  réaliser  une  comparaison  décisive  avec 
les  observations.  C'est  ce  qui  a  été  fait. 

»  Disons  rapidement  que  les  développements  généraux  ont  fait 
l'objet  de  cinq  Mémoires,  présentés  et  publiés  en  1840,  i843,  1849 
et  i855. 

»  Les  formules  relatives  aux  inégalités  séculaires  ont  été  traitées 
en  particulier  dans  les  Mémoires  de  1840  et  i  84 1  - 

»  Le  même  sujet  a  été  repris,  d'une  façon  plus  générale  et  plus 
complète,  dans  le  travail  communiqué  à  l'Académie,  à  la  date  du 
11  novembre  1872,  concernant  les  quatre  grosses  planètes  :  Jupiter, 
Saturne,  Uranus  et  Neptune. 

»  La  tbéorie  de  Mercure,  présentée  dès  i843,  puis  complète- 
ment remaniée,  n'a  été  complétée  définitivement  qu'en  1859; 

»  La  tbéorie  de  Vénus  a  été  donnée  en  1861  ; 

»  Celle  du  Soleil  (la  Terre)  en  1 853  et  1 858  ; 

»  Celle  de  Mars  en  1861  ; 

»  La  tbéorie  de  Jupiter  en  1872  et  1 8  j3  ; 

»  Celle  de  Saturne  en  1872  et  1873  ; 

»  La  tbéorie  d'Uranus,  donnée  en  1846  et  liée  à  la  découverte  de 
Neptune,  a  été  l'objet  d'un  nouveau  travail  présenté  le  i5  novembre 
dernier. 

»  La  dernière  tbéorie  enfin,  celle  de  Neptune,  est  offerte  par 
nous  aujourd'hui  à  l'Académie. 

»  Les  tbéories  de  Jupiter,  de  Saturne,  d'Uranus  et  de  Neptune 
jouissent  de  ce  caractère,  qu'elles  sont  développées  en  fonctions 
d'indéterminées,  de  façon  que  leur  emploi  puisse  être  prolongé 
pendant  un  temps  illimité. 

»  Les  tbéories  une  fois  établies,  il  fallait  les  comparer  aux  lon- 
gues et  précieuses  séries  des  observations  méridiennes  imaginées 
par  Rosmcr,  instituées  pour  la  première  fois  à  Greenwicb,  au  mois 
de  septembre  1750,  par  l'illustre  observateur  Bradley,  et  continuées 
depuis  lors  jusqu'à  nos  jours  dans  les  grands  Observatoires.  Mais, 
comme  les  positions  des  astres  mobiles  sont  rapportées  aux  étoiles 
fixes,  on  comprend  qu'il  fallait  aussi  s'assurer  des  étoiles  elles- 
mêmes  relativement  les  unes  aux  autres,  par  rapport  à  l'équinoxe 
et  à  l'écliptique.  Cette  nécessité  s'impose  particulièrement  à  l'égard 
des  ascensions  droites,  dont  dépend   surtout  la    connaissance  du 
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mouvement  des  planètes.  Le  travail  a  été  effectué  dans  le  Mémoire 
du  5  avril  i8j2  pour  l'ensemble  des  observations  de  Bradley. 
C'était  un  sujet  délicat,  car  il  s'agissait  de  revoir  l'œuvre  de  Bessel, 
donnée  dans  son  Ouvrage  intitulé  :  Fundamenta  Astronomiœ . 
»  INous  eûmes  à  proposer  diverses  corrections  aux  positions  des 
étoiles  fondamentales,  et  la  vérification  de  l'exactitude  de  ces  cor- 
rections fut  mise  au  concours  en  Allemagne.  Le  résultat  consacra 
toutes  nos  déterminations.  En  conséquence,  elles  nous  ont  servi 
à  établir  avec  sécurité  les  positions  des  étoiles  de  comparaison  pen- 
dant les  cent  vingt  années  d'observations  que  nous  avions  à  con- 
sidérer. 

»  La  comparaison  des  mouvements  de  Mercure  avec  la  théorie 
donnée  par  nous,  en  1 843,  ne  présenta  point  dès  l'abord  un  résul- 
tat satisfaisant.  Les  passages  de  Mercure  sur  le  Soleil  fournissent 
des  données  d'une  très-grande  précision,  et  auxquelles  il  ne  fut  pas 
possible  de  satisfaire  complètement. 

»  Ce  premier  résultat  nous  remplit  d'inquiétude,  on  le  com- 
prend. N'avions-nous  point  laissé  échapper  quelque  erreur  dans  la 
théorie?  De  nouvelles  recherches,  dans  lesquelles  toutes  choses 
furent  reprises  par  des  voies  différentes,  n'aboutirent  qu'à  nous  con- 
vaincre que  la  théorie  était  exacte,  mais  qu'elle  ne  concordait  pas 
avec  les  observations.  De  longue  sannées  s'écoulèrent  :  ce  fut  seule- 
ment en  i85o.  que  nous  parvînmes  à  démêler  la  cause  des  anoma- 
lies constatées.  Nous  reconnûmes  qu'elles  rentraient  toutes  dans 
une  loi  très-simple,  et  qu'il  suffirait  d'augmenter  le  mouvement  du 
périhélie  de  trente  et  une  secondes  par  siècle  pour  faire  tout  rentrer 
dans  l'ordre. 

»  Le  déplacement  du  périhélie  acquiert  ainsi  dans  les  théories 
planétaires  une  importance  exceptionnelle.  11  est  l'indice  le  plus 
sûr,  quand  il  doit  être  augmenté,  de  l'existence  d'une  matière  cos- 
mique encore  inconnue  et  circulant  comme  les  autres  corps  autour 
du  Soleil.  Peu  importe  que  celte  matière  soit  agglomérée  eu  une 
seule  masse,  ou  disséminée  en  une  foule  d'astéroïdes  indépendants 
les  uns  des  autres.  Pourvu  que  ses  parties  circulent  toutes  dans  le 
même  sens,  leurs  effets  s'ajoutent  entre  eux  pour  imprimer  au  pé- 
rihélie un  mouvement  direct. 

»  La  conséquence  est  très-claire.  Il  existe  dans  les  environs  de 
Mercure,  entre  la  planète  et  le  Soleil  sans  doute,  une  matière  jus- 
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qu'ici  inconnue.  Consiste-t-elle  en  une  ou  plusieurs  petites  planètes 
ou  bien  en  des  astéroïdes  ou  même  en  des  poussières  cosmiques? 
La  théorie  ne  peut  prononcer  à  cet  égard.  A  de  nombreuses  re- 
prises, des  observateurs  dignes  de  foi  ont  déclaré  avoir  été  témoins 
du  passage  d'une  petite  planète  sur  le  Soleil-,  mais  on  n'est  par- 
venu à  rien  coordonner  à  ce  sujet. 

»  Nous  ne  saurions  cependant  douter  de  l'exactitude  de  la  con- 
clusion. Nous  verrons,  en  effet,  la  même  analyse  appliquée  à  la  dis- 
cussion des  observations  de  Mars  conduire  à  une  conséquence  ana- 
logue, et  cette  conséquence  se  trouver  pleinement  vérifiée. 

»  Bessel  disait  de  la  théorie  du  Soleil  qu'elle  n'avait  pas  fait  les 
progrès  qu'on  aurait  dû  attendre  du  grand  nombre  et  de  la  bonté 
des  observations.  Cette  appréciation  a  longtemps  troublé  notre  es- 
prit, trop  confiant  dans  cette  prétendue  précision  des  observations. 
Après  avoir  revu,  discuté  à  nouveau  les  observations  du  Soleil  faites 
depuis  l'époque  de  Bradlcv,  à  Greenwich,  à  Paris,  à  Kijnigsberg, 
au  nombre  de  9000,  notre  conclusion  a  dû  être  tout  autre,  savoir  : 
que  les  observations  du  Soleil  laissent  fort  à  désirer,  à  cause  des 
erreurs  systématiques  qui  les  affectent,  et  qu'il  n'existe  aucune  dis- 
cordance entre  la  théorie  et  l'observation  cjui  ne  puisse  être  attri- 
buée aux  erreurs  de  cette  dernière. 

>>  Malgré  tout,  la  discussion  des  observations  du  Soleil  nous  con- 
duisit dès  lors  à  un  résultat  important,  lié  à  la  grande  question  qui 
agite  eu  ce  moment  le  monde  scientifique  :  résultat  qui  nous  surprit 
nous-même,  tant  la  détermination  de  la  parallaxe  du  Soleil,  déduite 
par  le  Directeur  de  l'Observatoire  de  Berlin  des  passages  de  ^  cnus 
en  1761  et  1769,  inspirait  de  fausse  confiance.  J'arrivai  à  conclure 
que  la  parallaxe  du  Soleil,  estimée  alors  de  8",  07,  devait  être  aug- 
mentée delà  vingt-cinquième  partie  de  sa  valeur. 

«  Bientôt  après,  la  comparaison  de  la  théorie  de  Vénus  avec  les 
observations  conduisait  au  même  résultat,  la  nécessité  d'augmenter 
de  j!j  la  j>arallaxc  du  Soleil. 

»  Enfin  la  théorie  de  Mars  amena  à  son  tour  une  conclusion 
non  moins  précise.  11  fut  établi  qu'on  ne  pourrait  rendre  compte  de 
1  ensemble  des  observations  de  Mars  sans  augmenter  le  mouvement 
du  périhélie  de  ~  environ. 

»  C'était  la  reproduction  du  même  fait  que  pour  Mercure,  et  la 
conséquence  à  en  tirer  était  la  même,  savoir  :  que  la  planète  Mars 
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devait  être  soumise  à  l'action  d'une  quantité  de  matière  négligée 
jusque-là  et  qu'il  fallait  estimer  à  la  huitième  partie  de  la  masse  de 
la  Terre. 

»  Mais  alors  deux  hypothèses  étaient  possihles,  ainsi  que  nous 
l'expliquions  dans  la  séance  du  3  juin  1 86 1  :  ou  bien  la  matière 
négligée  jusque-là  résidait  dans  l'ensemble  de  l'anneau  des  petites 
planètes,  ou  bien  elle  devait  être  ajoutée  à  la  Terre  elle-même. 
Dans  ce  second  cas  et  comme  conséquence,  la  parallaxe  du  Soleil 
devait  être  augmentée  de  la  vingt-quatrième  partie  de  sa  valeur  ad- 
mise, c'est-à-dire  qu'on  était  ramené  au  même  résultat  déjà  déduit 
des  théories  du  Soleil  et  de  Vénus. 

»  Cependant  M.  Fizeau  avait  donné  une  méthode  pour  détermi- 
ner la  vitesse  de  la  lumière  par  une  expérience  physique  faite  à  la 
surface  de  la  Terre,  et  de  cette  mesure,  combinée  avec  la  quantité 
de  l'aberration  des  étoiles,  on  savait  qu'on  pourrait  conclure  la  pa- 
rallaxe du  Soleil. 

»  Foucault,  de  son  côté,  avait  projeté  de  résoudre  la  même  ques- 
tion par  une  autre  voie,  et  il  était  engagé  dans  la  réalisation  de 
l'expérience.  Je  le  pressai  fortement  d'en  poursuivre  l'exécution. 
On  sait  que,  dans  la  séance  du  22  septembre  1862,  Foucault  an- 
nonça qu'il  avait  fixé  la  vitesse  de  la  lumière  à  298000  kilomètres 
par  seconde;  d'où,  en  adoptant  la  quantité  de  l'aberration  détermi- 
née par  Struve,  résultait  8",  86  pour  la  parallaxe  du  Soleil,  nombre 
correspondant  à  une  augmentation  de  ~  de  la  valeur  admise. 

»  M.  Cornu,  dans  l'important  travail  lu  par  lui  dans  la  dernière 
séance,  a  résolu  définitivement  la  question  par  l'emploi  de  la  mé- 
thode de  M.  Fizeau.  Il  a  bien  voulu  rappeler  la  détermination  cjue 
j'ai  présentée  à  l'Académie  dans  la  séance  du  22  juillet  1 872,  en  me 
basant  sur  la  célèbre  et  très-précise  observation  de  l'occultation 
de  l'étoile  ti2  du  \  erseau  par  la  planète  Mars,  occultation  observée 
en  1672  par  les  trois  grands  astronomes  Richer,  Picard  et  Rœmer. 

»  Plus  on  réunira  de  matériaux  obtenus  à  des  points  de  vue  di- 
vers sur  cette  délicate  question,  et  plus  s'accroîtra  par  la  discussion 
le  haut  intérêt  que  présenteront  les  documents  recueillis  avec  tant 
de  dévouement  par  les  diverses  expéditions  consacrées  à  l'observa- 
tion du  passage  actuel  de  \  émis.  Par  ce  motif,  et  parce  cjue  la  mé- 
thode qui  découle  de  l'occultation  de  <J»2  du  Verseau  se  présente 
sous  une  forme  précise  et  frappante,  nous  demanderons  à  l'Acadé- 
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mie  la  permission  de  déposer  prochainement  le  travail  entre  ses 
mains,  après  lui  avoir  donné  les  développements  nécessaires. 

»  Jupiter  et  Saturne  ont  donné  lieu  à  un  travail  théorique  dont 
l'étendue  a  été  considérable,  à  cause  des  très-grandes  perturbations 
mutuelles  des  deux  planètes.  La  comparaison  de  la  théorie  de  Jupi- 
ter avec  les  observations  a  présenté,  après  des  modifications  conve- 
nables des  éléments,  un  accord  complet;  aussi  les  Tables  de  Jupiter 
ont-elles  été  adoptées  par  la  direction  du  Nautical  Almanac  pour 
servir  à  la  rédaction  de  cet  important  recueil.  Je  dois  à  notre  con- 
frère, M.  Hind,  superintendant  du  Nautical  Almanac,  la  satisfac- 
tion d'avoir  vu  adopter  ainsi  parle  monde  astronomique  les  diverses 
Tables  de  Mercure,  du  Soleil,  de  ^  énus,  de  Mars,  de  Jupiter,  à 
mesure  qu'elles  ont  paru. 

»  Les  Tables  de  Saturne  sont  aujourd'hui  construites,  et  leur 
comparaison  avec  les  observations  est  à  peu  près  terminée. 

»  Les  théories  d'Uranus  et  de  Neptune  étant  également  termi- 
nées, il  ne  reste  plus  qu'à  effectuer  leur  comparaison  avec  les  obser- 
vations. 

»  La  connaissance  approfondie  que  mon  excellent  collaborateur 
M.  Gaillot,  chef  du  Bureau  des  Calculs  et  Membre  du  Conseil  de 
l'Observatoire,  a  de  ces  matières,  et  le  dévouement  avec  lequel  il  a 
assuré  la  construction  et  la  comparaison  si  laborieuse  des  Tables  de 
Jiqjiter  et  de  Saturne,  me  sont  un  sûr  garant  que  le  dernier  travail 
sera,  quoi  qu'il  arrive,  conduit  jusqu'au  bout.  » 

Chasles  (M.).  —  Nouveaux  théorèmes  sur  les  séries  de  trian- 
gles semblables. 

Suite  des  belles  Communications  antérieures.  Mais  ici  deux  con- 
ditions relatives  aux  séries  de  triangles  semblables  ne  sont  pas  ab- 
solument indépendantes  et  ont  entre  elles  une  certaine  relation; 
par  exemple,  les  sommets  doivent  se  trouver  sur  une  même  courbe, 
ou  bien  deux  sommets  sur  une  courbe  et  le  troisième  sur  une 
courbe  différente,  etc.  L'article  ne  contient  pas  les  démonstrations, 
obtenues  cependant  toujours  par  l'emploi  du  principe  de  corres- 
pondance. 

Lespiault  (G.).  —  Observations  faites  à  Bordeaux  de  deux  cou- 
ronnes lunaires  d'une  intensité  remarijuable ,  le  i5  et  le  19  dé- 
cembre. 
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N°  2G.  Séance  publique  annuelle  du  28  décembre  1874. 

Prix  proposés  pour  187J,  1876  et  1877  : 

1870.  Etudier  l'élasticité  des  corps  cristallisés  au  double  point 
de  vue  expérimental  et  théorique. 

1876.  Déduire  d'une  discussion  nouvelle,  approfondie,  des  an- 
ciennes observations  d'éclipsés,  la  valeur  de  l'accélération  séculaire 
apparente  du  moyen  mouvement  de  la  Lune.  Fixer  les  limites  de 
l'exactitude  que  comporte  cette  détermination. 

1876.  Prix  Damoiseau.  Théorie  des  satellites  de  Jupiter. 

1877.  Prix  Vaillant.  Etude  des  petites  planètes,  soit  par  la 
théorie  mathématique  de  leurs  perturbations,  soit  par  la  comparai- 
son de  cette  théorie  avec  les  observations. 

Par  une  mesure  générale  prise  en  1 865,  l'Académie  a  décidé  cpie 
la  clôture  des  Concours  pour  tous  les  prix  qu'elle  propose  aurait 
lieu  à  la  même  époque  de  l'année,  et  le  terme  a  été  fixé  au  Ier  juin. 
Nous  n'indiquons  ici  que  les  prix  pour  lesquels  un  sujet  est  donné 
à  l'avance  et  pour  lesquels  la  clôture  du  Concours  n'a  pas  eu  lieu, 
d'après  la  Note  précédente,  le  Ier  juin  dernier. 

T.  LXXX;  i"  semestre  iS-5. 

A"0  1.  Séance  du  \  janvier  1875. 

Fleuriais.  —  Télégramme  relatif  à  l'observation  du  passage 
de  Vénus  à  Shangliaï. 

A>dré  et  Angot.  —  Lettre  relative  à  l'installation  de  l'expé- 
dition pour  l' observation  du  passage,  de  Vénus  à  Nouméa,  et  té- 
légramme relatif  au  résultat  de  cette  observation. 

Jamsses.  —  Lettre  relative  à  son  installation  à  Nagasaki,  pour 
l  observation  du  passage  de  Vénus. 

Héraud.  —  Lettre  relative  à  l'installation  à  Saigon  de  l'expé- 
dition pour  l'observation  du  passage  de  ï  cutis. 

Tacchini.  — ■  Lettre  relative  à  l'observation  du  passage  de  J  é- 
nus  à  Muddapoor  [Bengale). 

Trépied  (Ch.).  —  Sur  le  calcul  des  coordonnées  géodésiques. 

Moi  tier  (J.) .  —  Sur  l'expression  du  travail  relatif  à  une  trans- 
formation élémentaire. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  j5 

N°  2.  Séance  dn  11  janvier  1875. 

Darboux  (G.).  —  Mémoire  de  l'existence  de  l'intégrale  dans 
les  équations  aux  dérivées  partielles  contenant  un  nombre  quel- 
conque de  fonctions  et  de  variables  indépendantes . 

Dans  cette  Note  l'auteur  montre  que  la  démonstration,  donnée 
par  MM.  Briot  et  Bouquet,  de  l'existence  de  l'intégrale  dans  les 
équations  aux  dérivées  ordinaires  peut,  avec  des  modifications  con- 
venables, donner  la  solution  de  la  même  question  pour  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles.  L'auteur  ignorait  (  voir  plus  loin)  que 
cette  question  eût  été  déjà  traitée  par  Caucliv.  D'autre  part,  dans 
une  dissertation  inaugurale,  présentée  en  juillet  1874  à  la  Faculté 
de  Gôttingue  et  réimprimée  le  i5  mars  1873  dans  le  Journal  de 
Borchardt,  MUe  Sophie  von  Kowalevsky  s'est  occupée  de  la  même 
question.  Ce  dernier  travail  sera  analysé. 

Lemonnier.  —  Théorèmes  concernant  les  équations  qui  ont  des 
racines  communes . 

Ces  théorèmes  énoncés  sans  démonstration  établissent  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  deux  équations  aient  p  ra- 
cines communes. 

Genocchi  (A.).  — Sur  la  rectification  des  ovales  de  Descartes. 

La  proposition,  très-curieuse,  signalée  par  M.  Genocchi  dans 
cette  Note,  consiste  en  ce  que  tout  arc  d'un  ovale  de  Descartes  est 
la  somme  de  trois  arcs  d'ellipse. 

Halphen.  —  Propriétés  relatives  à  la  courbure  de  la  dévelop- 
pée d  une  surface. 

Entre  les  courbures  des  deux  nappes  de  la  développée  d'une  sur- 
face existent  deux  relations  qui  ont  été  données  par  M.  Mannheim. 
M.  Halphen  démontre  ces  relations  par  l'Analyse. 

J\To  3.  Séance  du  18  janvier  1875. 

Darboux  (G.).  —  Sur  la  première  méthode  de  Jacobi ,  pour 
l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 

Fouret  (G.).  —  Sur  la  notioji  des  systèmes  généraux  de  sur- 
faces, algébriques  ou  transcendantes,  déduites  de  la  notion  des 
implexes. 
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Continuation  des  recherches  du  même  auteur,  contenues  aux 
Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXXIX,  p.  467. 

Flammarion  (C).  —  Système  stellaire  de  la  61e  du  Cygne  et 
étoiles  physiquement  associées  dont  le  mouvement  n'est  pas  orbital , 
mais  rectiligne. 

Henri  (Paul).  —  Découverte  de  la  planète  @  à  l'Observa- 
toire de  Paris. 

N°  4.  Séance  du  l\  janvier  187!». 

Resal  (  H.) .  —  Note  relative  aux  pertes  du  haut  Douhs  et  au 
moyen  de  les  réduire. 

HérAud.  —  Rapport,  sur  l' observation  du  passage  de  Vénus. 

Lemonnier  (H.).  —  Sur  l'élimination.  Calcul  des  fonctions  de 
Sturm  par  des  déterminants. 

Glaisher  (J.-W.-L.).  —  Sur  la  partition  des  nombre1; 
Formules  relatives  au  nombre  de  partitions  d'une  forme  particu- 
lière. 

Halphen  (L.).  —  5m/'  un  point  de  là  théorie  des  surfaces. 
Addition  à  une  Communication  du  même  auteur. 

Brioschi  (J.)-  —  Sur  une  formule  de  transformation  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Addition  à  la  Communication  précédente  du  9  novembre  iSy4- 

N°  5.  Séance  du  1er  février  1875. 

Gruey. —  Eléments  provisoires  delà  Comète  II,  1 8j4)  Borrelly. 

Stephan.  —  Nouvelles  observations  de  la  comète  d' Enche  et  de 
la  comète  de  TVinnecke. 

Genocchi  (A.).  —  Observations  relatives  à  une  Communication 
précédente  de  M.  Darboux,  sur  l'existence  de  l'intégrale  dans  les 
équations  aux  dérivées  partielles  contenant  un  nombre  quelconque 
de  fonctions  et  de  variables  indépendantes. 

M.  Genocchi  cite  les  recherches  de  Cauchy  sur  le  même  sujet, 
datées  du  27  juin  1842,  du  11  juillet  1S42,  du  18  juillet  1842,  du 
■2J  juillet  1842,  du  i3  mars  i843,  et  il  ajoute  : 

«   Je   conclus    que,   pour  les  équations   aux  dérivées   partielles 
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comme  pour  les  équations  différentielles,  la  première  démonstra- 
tion de  l'intégrale  est  due  à  Caucliy.  » 

La  fin  de  la  Xote  contient  d'autres  indications  intéressantes. 

«  Je  vais  encore,  Monsieur,  rappeler  à  votre  attention  deux 
théories,  pour  lesquelles  il  serait  juste  de  citer  le  nom  de  Cauchy  : 
l'une  est  la  théorie  des  espaces  à  plusieurs  dimensions,  dont  on 
fait  tant  de  hruit  à  présent;  l'autre  se  rapporte  à  la  convergence 
des  séries  et  concerne  un  point  assez  délicat,  que  les  géomètres  alle- 
mands désignent  par  l'expression  de  convergence  en  égal  degré. 
Cauchy  a  défini  cette  espèce  de  convergence  et  établi  quelques 
théorèmes  qui  la  concernent  dans  le  Compte  rendu  de  la  séance  du 
i4  mars  1 853.  » 

Darbolx  (G-)-  —  Sur  l'existence  de  l'intégrale  dans  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque. 

N°  6.  Séauce  du  8  février  1871). 

Puisecx  (V.).  —  Remarque  sur  un  passage  de  la  Lettre  de 
M.  Genocchi,  insérée  dans  le.  h  Compte  rendu  »  de  la  séance  du 
1"  février  dernier. 

Ja?;ssen.  —  Lettre  à  M.  Dumas  sur  les  résultats  généraux  de 
l'observation  du  passage  de  Vénus  au  Japon. 

Chasles.  —  Tliéorèmes  généraux  sur  le  déplacement  d'une 
figure  plane  dans  son  plan. 

«  Les  questions  dont  il  s'agit  embrassent  cinq  cas  généraux  rela- 
tifs aux  deux  conditions  qui  produisent  le  déplacement  de  la  figure 
dans  son  plan  : 

»  i°  Deux  points  de  la  figure  glissent  sur  deux  courbes 'd'ordre 
quelconque. 

j>  2°  Une  droite  glisse  sur  une  courbe,  et  un  point  de  cette  droite 
sur  une  autre  courbe. 

»  3°  Un  côté  de  l'angle  glisse  sur  une  courbe,  et  un  point  de  son 
autre  côté  glisse  sur  une  autre  courbe. 

»  4°  Les  deux  côtés  d'un  angle  glissent  sur  deux  courbes  de 
classe  quelconque. 

»  5°  Enfin  un  point  a  d'une  droite  glisse  sur  une  courbe,  et  la 
droite  tourne  autour  de  ce  point  de  manière  à  être  toujours  oblique 
à  la  courbe  sous  un  angle  constant,  en  ce  point  a.    » 
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Ces  cinq  hypothèses  correspondent  aux  cinq  divisions  du  travail. 

Faye.  —  i\  ote  accompagnant  la  présentation  d' une  Notice  au- 
tographiée  sur  la  méthode  des  moindres  carrés. 

Ce  travail  constitue  une  défense  extrêmement  judicieuse  de  la 
méthode  des  moindres  carrés,  qui  avait  été  attaquée  récemment  de- 
vant L'Académie.  M.  Faye  montre  particulièrement  comment  la 
méthode  des  moindres  carrés  ne  doit  pas  être  tenue  responsable  des 
erreurs  commises  dans  l'évaluation  de  la  parallaxe  solaire. 

Méray  (Ch.).  — Sur  l'existence  des  intégrales  d'un  système 
quelconque  d' équations  différentielles,  comprenant  comme  cas 
très-restreint  les  équations  dites  aux  dérivées  partielles . 

Z\ous  ue  voyons  pas  ce  qu'il  peut  y  avoir  de  plus  général  qu'un 
svstème  d'équations  aux  dérivées  partielles  :  la  [Note  de  l'auteur  est 
malheureusement  trop  concise. 

>"°  7.  Séance  du  ili  février  1875. 

Bouquet  de  la  Grve  adresse  de  San-Francisco  un  télégramme 
concernant  l'observation  du  passage  de  \^  énus. 

Méray  (Ch.)  adresse  à  l'Académie  une  rectification  à  la  ^ote 
communiquée  dans  la  séance  du  8  février  dernier. 

N°  8.  Séance  du  22  février  1871». 

Mouchez.  — ■  Dépêche  relative  à  l  observation  du  passage  de 
T  énus. 


MATHEMATISCIŒ  ANNALEX ,  herausgegeben  von  A.  Clebscii  und  C.   Nf.i- 

MAXN  (  '  ) . 

T.  V;  1872. 

Clebscii  A.  .  —  Sur  les  surfaces  réglées  de  genre  p  =  o. 
(a6P.) 

Parmi  les  surfaces  réglées,  les  seules  qui  puissent  être  représen- 
tées d'une  manière  uniforme  sur  un  plan  sont  celles  pour  lesquelles 
le  genre  d'une    section    plane  est  égal  à  zéro,  comme  cela  a  été 

Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  327. 
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démontré  par  M.  Schwarz  dans  le  Journal  de  Borchardt,  t.  67, 
p.  23.  Différentes  espèces  de  ces  surfaces  ont  été  étudiées  par 
M.  Cremona('),  par  M.  Nôther  (2)  ,  et  par  M.  Clebsch  lui- 
même  (3).  Dans  le  travail  actuel,  l'illustre  et  regretté  géomètre 
montre  comment  on  peut  réaliser  l'application  de  ces  surfaces  sur  le 
plan  et  comment  on  obtient  en  même  temps  et  certaines  propriétés 
de  ces  surfaces  et  un  moyen  très-simple  de  les  classer. 

Marcks  (L.).  —  Détermination  de  l'ordre  et  de  la  classe  de  la 
surface  des  centres  de  courbure  d'une  surface  du  ntia"  ordre.  (3  p.) 

Dans  ce  travail,  publié  après  la  mort  de  l'auteur,  mais  datant 
de  1870,  se  trouvent  établis  les  mêmes  nombres  que  dans  le  travail 
de  M.  Darboux,  paru  aux  Comptes  rendus  (  1870,  Ier  semestre). 

Eckardt  (F.-E.).  —  Contribution  à  la  Géométrie  analytique  de 
l'espace,  en  particulier  à  la  théorie  des  surfaces  du  troisième  de- 
gré à  quatre  points  doubles  et  des  surfaces  de  Steiner,  ainsi  que 
des  courbes  gauches  d'ordre  quelconque.  (20  p.) 

Le  travail  actuel  est  un  extrait  d'un  Mémoire  écrit  en  186701 1868, 
et  publié  en  1869,  sous  le  titre  précédent,  dans  le  programme  de 
1869  delà  Realschule  de  Reicbenbacb.  Dans  ce  travail,  l'auteur 
avait  étudié  une  transformation  des  points  de  l'espace,  dont  la 
théorie  a  acquis  un  grand  intérêt  dans  ces  derniers  temps,  et  qu'on 
peut  définir  de  la  manière  suivante.  En  désignant  par  «,  (3,  y,  S 
les  coordonnées  tétraédriques  d'un  point  M,  on  lui  fait  correspon- 
dre le  point  M' dont  les  coordonnées  sont  -j  -=•>  -1  r-    Alors    à  un 

«    (3    y   à 

plan  quelconque  correspond  une  surface  du  troisième  ordre,  ayant 
pour  points  doubles  les  sommets  du  tétraèdre  et  qui  est  la  po- 
laire réciproque  de  la  surface  de  Steiner.  C'est  par  cette  voie  que 
.M.  Eckardt  étudie  les  propriétés  de  ces  surfaces  si  remarquables. 

Schroter  (H.).  —  Sur  une  courbe  particulière  du  troisième 
ordre  et  sur  un  mode  simple  de  génération  de  la  courbe  générale 
du  troisième  ordre.  (32  p.) 

On  sait  depuis  longtemps  que  le  lieu  des  foyers  des  coniques 


(')  Annali  di  Matematica,  '2e  série,  t.  1. 

("■)  Mathematische  Annalen,  t.   III,  p.   ig/j. 

(')  Mathematische  Anna/en,  t.  II,  p.   \\:<,  et  Journal  de  Crelle,  t.  LXVII,  p.   17. 
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inscrites  dans  un  quadrilatère  est  une  courbe  du  troisième  ordre, 
passant  par  les  deux  points  à  l'infini  sur  le  cercle  et  possédant  de 
nombreuses  propriétés.  C'est  ce  lieu  géométrique  dont  l'auteur 
aborde  l'étude  par  une  méthode  élégante.  L'importance  qu'il  lui 
attribue  se  justifie  du  reste  par  ce  fait,  qu'une  transformation  homo- 
grapbique  du  lieu  en  fait  la  courbe  la  plus  générale  du  troisième 
ordre. 

Le  lieu  géométrique  est  d'abord  caractérisé  par  cette  propriété, 
que,  si  d'un  point  M  de  ce  lieu  on  mène  des  tangentes  à  toutes  les 
coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère,  les  deux  droites  qui,  d'a- 
près le  théorème  de  Desargues-Sturm.  divisent  harmoniquement 
tous  ces  couples  de  tangentes,  sont  rectangulaires.  En  outre,  comme 
dans  chaque  conique  les  foyers  vont  par  couples,  l'auteur  appelle 
conjugués  les  deux  points  qui  sont  les  foyers  d'une  même  conique, 
et  il  établit  les  théorèmes  suivants  : 

«  Si  AI3,  A' IV  sont  deux  couples  de  points  conjugués,  les  deux 
autres  sommets  du  quadrilatère  complet  ABA'B'  sont  des  points  de 
la  courbe  et  y  sont  conjugués.  Toutes  les  coniques  inscrites  dans  le 
quadrilatère  ABA'IV  auront  leurs  foyers  sur  la  courbe. 

»  Dans  tout  quadrilatère  complet  dont  les  trois  couples  de  som- 
mets opposés  sont  des  points  conjugués  du  lieu,  1rs  diagonales  for- 
ment un  triangle  dont  les  pieds  des  hauteurs  appartiennent  au  lieu. 

»  Les  tangentes  à  la  courbe  en  deux  jioints  conjugués  se  coupent 
sur  la  courbe. 

»  Les  points  à  l'infini  sur  le  cercle  appartiennent  à  la  courbe  et 
peuvent  y  être  considérés  comme  deux  points  conjugués. 

»  La  courbe  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  de 
concours  des  tangentes  communes  à  une  conique  Gxe  et  à  une  série 
de  coniques  homofocales.    » 

La  seconde  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'étude  d'une 
construction  de  la  courbe  générale  du  troisième  ordre,  déduite  des 
considérations  qui  précèdent. 

Dlbège  (H.).  —  Sur  la  courbe  du  troisième  ordre  qui  est  le 
lieu  géométrique  desfoj  ers  d'une  série  de  coniques.  (12  p.) 

Cet  article,  en  même  temps  que  plusieurs  remarques  intéres- 
santes sur  la  courbe  qui  fait  l'objet  du  Mémoire  précédent,  contient 
un  mode  simple  de  construction  géométrique  de  cette  courbe. 
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Gordax  (P.)-  —  Sur  les  combinants.  (28  p.) 

Dans  plusieurs  Mémoires  antérieurs,  l'auteur  a  montré  que  les 
invariants  simultanés  d'un  système  de  formes  binaires  forment 
un  système  limité,  c'est-à-dire  qu'ils  peuvent  s'exprimer  en  fonc- 
tion entière  d'un  nombre  limité  d'entre  eux.  Il  su  propose  de  re- 
chercher si  dans  cet  ensemble  on  ne  peut  pas  en  séparer  quelques- 
uns,  jouissant  de  propriétés  communes  et  formant  à  eux  seuls  un 
système  complet,  et  il  établit  qu'il  existe  en  effet  un  tel  système 
dans  le  cas  où  les  formes  fondamentales  sont  toutes  du  même  degré. 
C'est  celui  qui  est  formé  des  combinants,  c'est-à-dire  des  formes 
covariantes  qui  se  reproduisent,  multipliées  par  un  facteur  constant, 
quand  on  remplace  les  formes  primitives  par  des  combinaisons 
de  ces  formes.  Comme  exemple,  il  donne  les  combinants  pour  les 
formes  binaires  quadratiques  et  cubiques.  L  11  des  théorèmes  obtenus 
est  très-simple  :  Tous  les  combinants  de  trois  formes  binaires 
f  o,  <p  sont  des  formes  covariantes  d'une  autre  forme  dont  la  loi 
de  formation  est  immédiate. 

Castor  (G.).  —  Sur  la  généralisation  d'un  théorème  de  la 
théorie  des  séries  trigonométriques.  (  10  p.) 

Castor  (G.).  —  Note  sur  V Algèbre.  (2  p.) 

L'auteur  démontre  ce  théorème  :  «  Si  w„  w,,.  .  .  ,iv„  sont  des 
grandeurs  données  diilérentes  les  unes  des  autres,  on  peut  déter- 
miner n  nombres  entiers  xt,  jr2, .  .  . .  .r„  tels,  que  l'expression 


prenne  des  valeurs  différentes  pour  toutes  les  permutations  que  l'on 
peut  faire  subir  à  (Vj,  iv,, .  .  . ,  wn.  » 

Mehler  (F. -G.).  —  De  la  représentation  d'une  fonction  arbi- 
traire de  deux  variables  par  les  jonctions  de  Bessel.  (10  p.) 

Mehler  (F. -G.).  —  Sur  les  expressions  intégrales  de  Dirichlet 

pour  la  fonction  sphérique  P"  (cos0),  et  sur  des  expressioiis  ana- 
logues pour  les  fonctions  de  Bessel  J  (x).  (4  p-  ) 

Lie  (S.).  —  Sur  les  complexes,  en  particulier  sur  les  complexes 
de  lignes  et  de  sphères,  avec  une  application  à  la  théorie  des 
équations  aux  dérivées  partielles.  (112  p.  ) 

Les  notions  importantes  contenues  dans  ce  travail  ne  sont  pas 
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malheureusement  d'une  analyse  bien  facile.  Sa  lecture  exige  des 
connaissances  profondes  en  Géométrie  analytique  et  en  particulier 
dans  la  théorie  des  complexes;  aussi  nous  attacherons-nous  surtout 
au  point  de  départ.  La  théorie  tout  entière  de  la  méthode  des  po- 
laires réciproques  repose  sur  la  considération  d'une  équation 

(a.v  +  by  -t-  c)  X  -t-  ( a! x  -+-  b'y  ■+■  c')  Y  -1-  a" x  -+-  h" y  -t-  c"=  o. 

Si  l'on  y  regarde  (.r,  j'),  (X,  Y)  comme  les  coordonnées  de  doux 
points  correspondants,  quand  l'un  (.r,  y)  sera  donné,  l'autre  sera 
assujetti  à  décrire  une  droite  qu'on  pourra  considérer  comme  cor- 
respondante au  point  [x,  y)  ;  et  réciproquement,  si  le  point  (X,  Y) 
est  donné,  le  point  (x^y)  décrira  une  droite  correspondante  à  (X,  Y). 
Plûcker  a  généralisé  ce  mode  de  correspondance  en  substituant  à 
l'équation  précédente  une  équation  de  forme  quelconque 

(i)  /(*,/,  X,  Y)  =o. 

Alorsà  tout  point  m  (x^y)  correspondent  tous  ceux  d'unecourbe  (C), 
à  tout  point  M  (X,  Y)  tous  ceux  d'une  courbe  (c).  Si  l'un  des  points 
(m)  décrit  une  courbe  (f),  les  courbes  C  correspondantes  envelop- 
pent une  courbe  (S),  et  il  est  facile  d'établir  que  la  relation  entre 
les  courbes  (c),  (C)  est  réciproque,  c'est-à-dire  que,  si  le  point  M 
décrit  la  courbe  (S),  les  courbes  (c)  correspondantes  enveloppent 
la  courbe  (s). 

M.  Lie  étend  à  son  tour  cette  remarque  de  Plûcker  en  considé- 
rant dans  l'espace  une  méthode  de  transformation  définie  par  deux 
équations  : 

f(x,y,z;  X,Y,Z)  =  o, 


[   !  {  /1(*,r,*;X,Y,Z)  =  o, 

de  telle  manière  qu'à  un  point  de  l'une  des  figures  correspondent 
dans  l'autre  tous  les  points  d'une  courbe. 

Une  propriété  particulière  de  ce  mode  de  transformation  le  con- 
duit (§  S)  à  traiter  la  question  suivante  : 

«  Trouver  toutes  les  méthodes  de  transformation  par  lesquelles 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  se  trans- 
forme en  une  équation  semblable  du  même  ordre.  » 

On  connaissait  déjà  des  transformations  de  ce  genre,  d'abord 
celle  de  Legendre,  quelques  autres  données  par  Ampère.  M.  P.  du 
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Bois-Reymond  s'était  proposé  la  même  question,  mais  il  avait  né- 
gligé un  cas,  celui  qu'on  déduit  des  formules  (2).  La  solution  com- 
plète se  trouve  dans  le  travail  de  M.  Lie. 

La  deuxième  Section  du  travail  est  consacrée  à  l'étude  d'une  mé- 
thode de  transformation  dont  nous  avons  déjà  parlé  [Bulletin, 
t.  III,  p.  365),  et  par  laquelle  les  lignes  droites  de  l'une  des  figures 
se  transforment  en  sphères  de  l'autre.  Comme  résultats  nouveaux  à 
ajouter  à  ceux  que  nous  avons  déjà  signalés,  nous  indiquerons  cette 
remarque,  que  toutes  les  transformations  du  genre  de  celles  qui 
précèdent,  pour  lesquelles  les  lignes  de  courbure  se  transforment  en 
lignes  de  courbure,  se  réduisent  au  passage  d'une  surface  à  la  sur- 
face parallèle,  suivi  d'une  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. 

La  troisième  Section  est  consacrée  aux  équations  aux  dérivées 
partielles  entre  trois  variables.  L'auteur  examine  les  équations  du 
premier  ordre  dont  les  caractéristiques  sont  des  lignes  asympto- 
tiques,  celles  dont  les  caractéristiques  sont  des  lignes  de  courbure, 
cilles  dont  les  caractéristiques  sont  des  lignes  géodésiques,  enfin 
quelques  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre;  il  re- 
cherche en  particulier  dans  quel  cas  elles  admettent  des  intégrales 
intermédiaires. 

La  quatrième  Section  traite  delà  théorie  des  complexes  de  lignes. 
Le  problème  principal  qui  y  est  traité  consiste  dans  l'intégration 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  des  surfaces 
dont  les  caractéristiques  admettent  pour  tangentes  les  droites  d'un 
complexe  du  second  ordre. 

Klei>-  (F.).  —  Sur  la  géométrie  de  la  droite  et  des  relations 
métriques.  (22  p.  ) 

Kleik  (F.).  —  Sur  certaines  équations  différentielles  qui  se  pré- 
sentent dans  l'étude  de  la  ligne  droite.  (3i  p.) 

Ces  deux  travaux  sont  dans  des  rapports  étroits  avec  le  précé- 
dent. Dans  le  premier,  l'auteur  traite  de  la  théorie  des  systèmes 
analogues  dans  la  géométrie  de  la  ligne  droite  aux  systèmes  ortho- 
gonaux dans  celle  du  point,  et  il  y  donne  un  théorème  analogue  au 
célèbre  théorème  de  Dupin,  en  ce  sens  qu'il  conduit  à  la  détermi- 
nation des  lignes  asvmptotiques  comme  celui-ci  conduit  à  celle  des 
lignes  de  courbure.   Dans  le  second  travail,   nous  citerons,  entre 

6. 
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autres  résultats,  des  intégrations  nombreuses  faites  par  l'emploi  du 
système  des  coordonnées  elliptiques  de  la  ligne  droite,  en  parti- 
culier l'intégration  d'une  équation  du  premier  ordre  contenant  des 
constantes  arbitraires,  et  dont  il  a  été  question  plus  haut. 

Emxeper  (A.).  — Remarque  sur  l'enveloppe  d'une  surface.  (6  p.) 

Pour  la  surface  enveloppe  et  l'enveloppe,  les  sommes  des  rayons 

de  courbure,  diminuées  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale 

passant  par  la  tangente  à  la  caractéristique,  sont  entre  elles  comme 

les  2)roduits  du  rayon  de  courbure. 

Kônig  'J.j.  —  Sur  la  représentation  des  fonctions  par  des  séries 
infinies.     3o  p.  ) 

L'auteur  se  propose  de  donner  une  théorie  générale  du  dévelop- 
pement en  série  ordonnée  suivant  des  fonctions  quelconques,  et 
par  conséquent  d'étudier  d'une  manière  générale  des  développe- 
ments, tels  que  ceux  suivant  les  puissances,  les  fonctions  X„.  les 
fonctions  de  Bessel,  qu'on  examine  par  des  méthodes  n'ayant  entre 
elles  aucune  analogie. 

Goudam  (P.%  —  Du  pentaèdre  des  surfaces  du  troisième  ordre. 

(37  P-) 

M.  Svlvester  (Cambr.  and  Dabi.  Math.  Journal,  t.  \I,  1 85 1) 
a,  le  premier,  énoncé,  quoique  sans  démonstration,  les  propriétés 
de  ce  pentaèdre  dont  les  sommets  sont  les  points  doubles  de  la  sur- 
face hessienne  et  qui  conduit  à  cette  propriété,  qu'on  peut  obtenir 
l'équation  de  la  surface  en  égalant  à  zéro  la  somme  de  cinq  euhes. 
En  1 856  Journal  de  Crellc,  t.  53),  Steiner  a  de  nouveau  déve- 
loppé les  propriétés  de  ce  pentaèdre  dans  un  article  consacré  aux 
surfaces  du  troisième  ordre.  Depuis,  MM.  Salmon,  Clebsch,  Crè- 
me ma,  Sturm  ont  étudié,  dans  leurs  publications  sur  les  surfaces  du 
troisième  degré,  les  propriétés  remarquables  de  ce  groupe  de  cinq 
plans.  Dans  ce  travail,  M.  Gordan  complète  à  plusieurs  égards  les 
résultats  connus,  et  il  obtient  en  particulier  le  covariant  du  cin- 
quième degré  par  rapport  aux  variables,  du  quinzième  par  rapport 
aux  coefficients,  qui,  égalé  à  zéro,  représente  les  faces  du  pentaèdre. 

Biull  (A.).  —  Sur  l'élimination  entre  certains  sj  sternes  d'équa- 
tions. (22  p.) 

L'auteur  s'occupe  d'un  système  remarquable  d'équations,  déjà 
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considéré  par  MM.  S.  Roberts  [Journal  de  Borchardt,  t.  67)  et 
Salmon  [Lessons introductoryto  thehigher Algebra,  2e éd., p.  229). 
Si  l'on  considère  un  système  linéaire  formé  avec  des  éléments  en 
nombre  (/dans  chaque  ligne  et  A  dans  chaque  colonne,  où  q~^>k, 
les  équations  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  tous  les  déterminants 
formés  avec  À  colonnes  prises  au  hasard  ne  sont  pas  toutes  distinctes  -, 
elles  n'établissent  au  fond  que  q  —  h  -f-  1  relations  entre  les  incon- 
nues. Ce  qui  constitue  la  difficulté  de  ce  genre  de  questions,  c'est 
que,  si  l'on  abandonne  quelques-unes  de  ces  équations,  on  introduit 
par  cela  même  des  solutions  étrangères.  Ainsi,  avec  le  système  li- 
néaire 

\  a      b      c    \ 

I  a'     b'     c'  I 

on  peut  former  les  trois  équations 

ab' — ba'  =  o,     ac' — ca'=o,     bc' — cb'=o, 

équivalant  à  deux  seulement;  mais,  si  l'on  abandonne  la  dernière, 
par  exemple,  on  introduit  la  solution  étrangère 


M.  Brill  étudie  des  systèmes  d'équations  de  ce  genre,  en  se  pla- 
çant à  un  point  de  vue  nouveau  et  tenant  compte  du  degré  de  chaque 
inconnue. 

Le  Mémoire  se  termine  par  quelques  applications  à  la  Géométrie. 

Du  Bois-Reymond  (P.).  — Sommation  de  la  série  ayant  pour 

,    ,     ,  psinpu   ,        . 

ternie  gênerai  —. '- — •    1  p.) 

°  li'-hp'     v     l   ' 

Brill  (A.).  —  Note  sur  l'équation  des  surfaces  applicables  sur 
un  plan.  (3  p.) 

Supposons  que  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  soient 
exprimées  en  fonction  rationnelle  de  deux  paramètres.  Il  faudra 
éliminer  ces  deux  paramètres  pour  obtenir  l'équation  de  la  surface. 
C'est  sur  cette  question  que  l'auteur  présente  quelques  développe- 
ments, et  il  applique  sa  méthode  à  la  surface  de  Steiner. 

Drach  (v.).  —  Sur  le  pentagone  complet  et  quelques  coniques 
qu'il  détermine.  (i4  p.) 
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L'auteur  étudie  des  questions  analogues  à  celles  qu'on  peut  se 
proposer  sur  les  soixante  hexagones  formés  avec  six  points  d'une 
conique,  et  qui  ont  du  reste  des  rapports  étroits  avec  celle  théorie 
des  hexagones  de  Pascal. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  une  représentation  plane  de  la  surface  du 
premier  ordre.  (3  p.) 

On  choisit,  parmi  les  vingt-sept  droites  de  la  surface,  une  quel- 
conque B  et  deux  autres  A,  C,  qui  ne  coupent  pas  la  première. 
Comme  plan  de  projection,  on  choisit  un  plan  quelconque  passant 
en  B,  et  l'on  projette  un  point  de  la  surface  par  un  rayon  qui  ren- 
contre A  et  C;  les  images  des  sections  planes  sont  des  courbes  du 
troisième  ordre. 

Clebsch  (A.).  — ■  Sur  deux  modes  de  génération  des  courbes 
planes  du  troisième  ordre.  (5p.) 

La  première  de  ces  générations  est  celle  que  M.  Schroter  a  dé- 
duite de  ses  études  sur  le  lieu  géométrique  des  foyers  des  coniques 
inscrites  à  un  quadrilatère  [voir  plus  haul).  Clebsch  la  rattache  à 
des  études  antérieures  de  M.  liesse. 

Dans  la  seconde  partie  de  l'article,  Clebsch  s'occupe  d'un  mode 
de  génération  extrêmement  curieux,  que  l'on  doit  à  Grassmann.  Si 
un  point  x  se  meut  de  telle  manière  que  les  droites  qui  le  joignent 
à  trois  points  fixes  «,  b,  c  aillent  couper  trois  droites  fixes  a,  (3,  y 
en  trois  points  en  ligne  droite,  le  point  x  décrira  une  courbe  du 
troisième  ordre,  qui  passera  par  les  points  «,  Z>,  c,  par  les  sommets 
a  ,  b  ,  c"  du  triangle  formé  par  les  droites  <z,  (3,  y,  et  enfin  dans  les 
points  «',  //,  d  où  les  droites  »,  (3,  y  sont  coupées  respectivement 
par  les  côtés  ic,  cyz,  ab  du  triangle  abc.  Clebsch  examine  comment 
on  peut  décrire  une  courbe  du  troisième  degré  de  cette  manière, 
et  il  prouve  qu'étant  donnés  arbitrairement  les  trois  points  a\  b\ 
c',  il  y  aura  dou/.e  manières  de  réaliser  la  génération  par  la  mé- 
thode de  Grassmann. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  un  problème  fondamental  de  la  théorie 
des  invariants.  (6  p.) 

Cet  article  est  un  résumé  des  recherches  sur  la  même  question 
publiées  clans  le  tome  XVII  des  Mémoires  de  la  Société  de  Got- 
tingue.  Les  découvertes  de  Pliickcr  dans  la  théorie  des  complexes 
ont  conduit  à  la  considération  de  nouveaux  systèmes  de  coordonnées 
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propres  à  la  ligne  droite  5  il  a  fallu  ajouter  aux  coordonnées  ordi- 
naires ou  ponctuelles  déterminant  des  points,  aux  coordonnées 
tangentielles  déterminant  des  plans,  des  coordonnées  propres  à  re- 
présenter une  ligne  droite;  mais  on  a  rencontré  ici  un  fait  curieux  : 
une  ligne  droite  est  définie  par  six  coordonnées  homogènes  liées 
par  une  relation  du  second  degré  (  '  )  ;  par  conséquent,  pour  nous 
limiter  au  cas  de  trois  dimensions,  l'ancienne  théorie,  qui  ne  com- 
prenait que  les  formes  contenant  à  la  fois  des  coordonnées  ordi- 
naires et  des  coordonnées  tangentielles,  est  devenue  insuffisante,  et 
le  même  fait  se  présente  a  fortiori  quand  on  'considère  un  plus 
grand  nombre  de  variables  indépendantes. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  l'espace,  aux  covariants  purs,  aux  formes 
adjointes  ou  contrevariantes  et  aux  formes  mixtes,  il  faudra 
joindre  d'autres  groupes  de  formes,  par  exemple  celles  qui,  éga- 
lées à  zéro,  représentent  un  complexe  de  droites. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  les  surfaces  complexes  et  les  surfaces  des 
singularités  des  complexes.  (7p.) 

Gundelfinger.  —  Sur  les  points  d'inflexion  d'une  courbe  de 
troisième  ordre.  (6  p.) 

L'auteur  s'occupe,  par  les  méthodes  de  l'Algèbre  moderne,  de  la 
réduction  d'une  forme  cubique  à  la  forme 

f=a(X\  -r-Xl  +  X3S)  +6&X,X,X3. 

Mayer  (A.).  —  Sur  les  sj  sternes  complètement  intégrables  d'é- 
quations différentielles  linéaires  totales,  et  sur  l'intégration  simul- 
tanée des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles.  (21  p.) 

Ce  travail  contient  une  nouvelle  méthode  d'intégration  de  ces 
systèmes  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  auxquelles 
Jacobi  a  ramené  l'intégration  de  toutes  les  équations  du  premier 
ordre  et  Clebsch  celle  du  problème  de  Pfaff.  Ces  systèmes  de  Jacobi 
peuvent  toujours  se  réduire  à  la  forme 

(a)  A,(/)  =  o,     A,(/)  =  o,...,     A„,_,(/)  =  o, 


(')  D'un  autre  coté,  l'étude  des  cyclides  a  conduit  à   la  considération  de  systèmes 
du  même  genre. 
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où  l'on  a  généralement 

k.!f)=ÈL      ai  jV+a'  d-f  +«'  — 

et  où  les  coefficients  a\  sont  des  fonctions  de  xi:  .r*, .  .  . ,  a'„,  telles 
que  l'on  ait  identiquement 

((3)  A»[A,(/)]=A,[A*(/)1. 

L'auteur  montre  que  la  détermination  de  toutes  les  solutions 
communes  des  équations  (a)  dépend  de  l'intégration  complète  d'un 
système  unique  de  n  —  ni  -+-  i  équations  différentielles  ordinaires 
et  que,  pour  obtenir  une  solution  commune  des  équations,  il  suffit 
de  connaître  une  seule  intégrale  quelconque  de  ces  équations  diffé- 
rentielles  ordinaires.  Par  l'application  de  ce  dernier  théorème  à  la 
méthode  de  Jacohi,  il  résulte  que  la  solution  complète  d'une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  n  variables  indépen- 
dantes, dans  laquelle  ne  figure  pas  la  fonction  inconnue,  n'exige 
que  la  recherche  d'une  intégrale  de  différents  systèmes  de 

?.n  —  2,     in  —  /{>••■>     4>     2 

équations  différentielles  ordinaires. 

De  même,  si  l'on  applique  le  théorème  à  ces  systèmes  d'équations 
linéaires  auxquels  Clebsch  a  ramené  l'intégration  de  l'équation 
différentielle  totale 

X,f/.r,-+-  X2dx,-h. .  .  +  X2„dx?u  =  o, 

il  suffit,  pour    la  solution  complète  du  problème,  de  trouver  une 
intégrale  de  différents  systèmes  de 

un — i,     in —  3,...,     3,     i 

équations  différentielles  ordinaires. 

Le  point  de  départ  du  travail  consiste  dans  la  remarque  que,  de 
toute  solution  commune  des  m—  i  équations  différentielles  par- 
tielles (a)  résulte,  si  l'on  égale  cette  solution  à  une  constante,  une 
intégrale  du  système  des  n  —  m  -+-  i  équations  aux  différentielles 
totales 

(y)    dxk  =  a\dxt  -+-  aldx,-\-...+  af~1dxm-u     (/<=/»,  m  -+-  i, ...,«), 
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et  inversement  :  cette  remarque  ne  suppose  pas  d'ailleurs  que  les 
identités  (j3)  soient  satisfaites.  On  considère  donc,  à  la  place  des 
équations  aux  dérivées  partielles  (a),  les  équations  aux  différen- 
tielles totales  (y)  et  l'on  établit  que,  en  supposant  les  identités  (|3),  le 
système  (y)  est  complètement  intégrable,  c'est-à-dire  qu'il  admet 
autant  d'intégrales  que  d'équations.  Pour  la  recherche  de  ces  inté- 
grales, il  semble  nécessaire  d'intégrer  complètement  m  —  i  sys- 
tèmes de  n —  7?z-f-i  équations  différentielles  ordinaires.  Par  l'appli- 
cation d'une  remarque  due  à  M.  du  Bois-Reymond  [Journal  de 
Borchardt,  t.  70),  on  peut  ramener  l'intégration  des  équations  (y) 
et,  par  suite,  des  équations  («)  à  l'intégration  complète  d'un  seul 
système  de  n  ■ —  m  -f-  i  équations  différentielles  ordinaires. 

Voiv  der  Muhll.  —  Sur  la  réflexion  et  la  réfraction  de  la 
lumière  à  la  surface  des  milieux  Jion  CJ'istallisés.  (go  p.  ) 

La  grande  difficulté  de  cette  question  réside  dans  les  conditions 
aux  limites  à  établir  à  la  surface  de  séparation  des  deux  milieux.  Le 
principe  de  continuité  exige  que  les  trois  composantes  des  vibra- 
tions et  celles  de  la  pression  moléculaire  soient  les  mêmes  des  deux 
côtés  de  la  surface.  On  ne  peut  satisfaire  à  ces  conditions  d'une 
manière  rigoureuse  qu'en  supposant  qu'à  une  onde  transversale 
incidente  correspondent  deux  ondes  réfléchies  et  deux  ondes  réfrac- 
tées, ce  qui  est  contraire  à  l'expérience.  Fresnel  et  Neumann  ont 
employé  ce  principe  seulement  d'une  manière  incomplète,  en  ajou- 
tant l'équation  des  forces  vives  qui,  dans  une  théorie  rigoureuse, 
devrait  servir  de  vérification.  Fresnel  a  supposé  que  la  densité  de 
l'éther  dans  les  différents  milieux  est  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  longueur  d'onde;  Neumann  et  Mac  Cullagh  supposent,  au  con- 
traire, la  densité  partout  la  même  et  l'élasticité  dillérente. 

Cauchy  a  ensuite  essayé  d'établir  une  théorie  de  la  réflexion  et 
de  la  réfraction  d'après  les  principes  de  la  Mécanique.  Il  a  remplacé 
la  condition  que  les  trois  composantes  de  la  pression  moléculaire 
soient  les  mêmes  de  part  et  d'autre  de  la  surface  de  séparation,  par 
la  condition  que  cette  égalité  subsiste  pour  les  quotients  diffé- 
rentiels des  trois  déplacements  pris  suivant  la  normale;  en  second 
lieu,  le  carré  de  la  vitesse  de  propagation  a  été  supposé  négatif  pour 
les  ondes  longitudinales.  MM.  A.  von  Ettingshausen,  Béer,  Eisen- 
lohr  et  Briot  ont  ensuite  repris  et  développé  beaucoup  cette  théorie. 
L'auteur  établit  que  les  suppositions  faites  soit  implicitement,  soit 
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explicitement  par  Cauchy,  sont  contradictoires,  et  il  propose,  pour 
remplacer  cette  théorie,  de  nouvelles  hypothèses  qu'il  soumet  au 
calcul.  Il  admet,  comme  Kcumann,  que  l'étber  est  incompressible 
sous  l'action  des  forces  que  produisent  les  phénomènes  lumineux. 
La  densité  peut  être  différente  dans  différents  milieux.  Alors  les 
équations  de  l'élasticité  contiennent  une  fonction  inconnue  mul- 
tipliée par  la  densité.  Une  dernière  équation  est  rendue  nécessaire, 
elle  est  donnée  par  la  condition  d'incompressibilité.  Les  résultats 
qu'il  obtient  ainsi  ne  sont  pas  d'accord  avec  l'expérience  :  au  lieu 
donc  de  considérer  deux  milieux  homogènes  brusquement  séparés 
par  une  surface,  il  admet  que  la  densité  et  l'élasticité  varient  d'une 
manière  continue  dans  le  voisinage  de  la  surface  de  séparation,  et 
il  reprend  dans  cette  nouvelle  hypothèse  l'examen  de  cette  difficile 
question . 

Zolotatieff  (G.).  —  Sur  la  méthode  d'intégration  de  M.  Tche- 
bychef.  (20  p.;  fr.) 

Il  s'agit  de  la  différentielle 

(  x  -+-  A  )  dx 


\jx*  -f-  a  Jt 3  -f-  fi  x''  -+- y  x -h  d 


où  a,  |3,  y,  0  désignent  des  nombres  rationnels.  M.  Tchebychci  a 
indiqué  dans  quel  cas  cette  intégrale  est  exprimable  en  termes  finis 
et  comment  011  peut  alors  la  trouver  (').  C'est  l'examen  de  cette 
intéressante  question  que  l'auteur  reprend  par  une  méthode  qui 
lui  appartient. 

Rorkike  (A.)  et  Zolotaueff  (G.).  —  Sur  les  formes  quadra- 
tiques positives  quaternaires.  .(3  p.;  fr.) 

Les  auteurs  démontrent  que  l'on  peut  assigner  aux  variables  de 
toute  forme  de  ce  genre  de  déterminant  —  D  des  valeurs  entières, 
telles  que  la  forme  ne  surpasse  point  y/4Dj  et,  il  existe  de  telles 
formes  dont  les  minima  sont  égaux  à  *J  ^D. 

Sylow  (L.).  —  Théorèmes  sur  les  groupes  de  substitutions. 
(11  p.;fr.) 

(,')  Voir  Journal  de  Liouville,  18G4,  2e  série,  t.  IX,  p.  225. 
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L'auteur  établit  que  :  «  Si  l'ordre  d'un  groupe  est  di\  isible  par  «", 
72  étant  un  nombre  premier,  le  groupe  contient  un  faisceau  partiel 
d'ordre  «*  »,  et  il  donne  plusieurs  conséquences  de  ce  théorème. 

Gordan  (P.).  —  Sur  les  invariants  simultanés  des  formes  bi- 
naires. (7  p.) 

Cet  article  contient  une  démonstration  nouvelle,  susceptible 
d'extension  aux  formes  ternaires,  de  la  belle  proposition  que  l'au- 
teur a  fait  connaître,  et  d'après  laquelle  le  nombre  des  invariants  ou 
covariants  est  limité. 

Netjmakn  (C).  —  Sur  les  lois  élémentaires  des  forces  d'origine 
électrodynamicjue.  (21  p.) 

Elude  sur  les  principes  de  l'Électrodynamique,  où  l'auteur  se 
propose  de  déduire  de  quelques  expériences  les  lois  de  celte  science, 
sans  entrer  dans  l'étude  de  la  mécanique  intérieure  du  courant  élec- 
trique. 

Cayley  (A.).  —  Sur  un  théorème  sur  les  covariants.  (5  p. 5  angl.) 
Examen  d'une  proposition  subsidiaire  de  la  théorie  des'  formes 
binaires  de  Clebsch. 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  Géométrie  /ion  euclidienne.  (3  p.;  angl.) 
L'illustre  géomètre  établit  quelques  formules  relatives  aux  no- 
tions généralisées  d'angles  et  de  distances,  en  prenant  pour  conique 
absolue  un  cercle  réel  et  supposant  les  points  à  l'intérieur. 

Noether  (AL).  —  Sur  la  théorie  des  transformations  biration- 
nelles.  (5p.) 

L'auteur  complète  la  démonstration  de  cette  proposition,  que  des 
transformations  de  ce  genre  équivalent  à  une  suite  de  transforma- 
lions  quadratiques. 

Ermakoff  (  W.).  —  Sur  les  fonctions  de  Bessel.  (1  p.) 
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MELANGES. 


MEMOIRE  SIR  LE  THÉORÈME  DE  STURM  (' 
Par  M.  G.  DARBOUX. 


PREMIERE     PARTIE. 


\. 


La  méthode  précédente  conduit  naturellement  à  la  détermination 
des  fonctions  de  Sturm,  exprimées  soit  au  moyen  des  coefficients, 
soit  au  moyen  des  racines.  Parmi  les  différents  procédés  qu'on  peut 
employer,  voici  celui  qui  nous  parait  le  plus  simple. 

Dans  la  formule 

(26)  F  =  miK*) «!»(*,)  +  ».  «M») *.{*.)+■••. 

on  aura  une  fonction  bilinéaire  égale  à  — Se,-;;';'  ou  à 
?(«,)    f(z)     fis,) 


im 


—  ait  z,  —  ce/ 


en  concevant  que  dans  cette  dernière  expression,  après  avoir  ellec- 
tué  les  divisions,  on  remplace  les  puissances  de  z  et  de  zt  par  des 
indéterminées  indépendantes.  Cela  posé,  établissons  entre  les  in- 
déterminées z*  des  relations  qui  annulent  les  coefficients  de 
z"~ ',•••,  z*~ p.  D'après  la  formule  ('6),  ces  relations  sont  équi- 
valentes aux  suivantes  : 

<P(s),  <!»,(*),...,  .J»,_,(*)  =  o, 

et  alors,  dans  la  formule  (26), le  coefficient  de  la  puissance  z"~i'~l 
devient  hpm   <\>  [z),  et  delà  résulte  la  règle  suivante  : 

Si  dans  la  fonction  F  on  établit  entre  les  indéterminées  zk  des 
relations  qui  fassent   disparaître  de  cette  forme  les  variables 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  56. 
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z"-1,...,  z"— P,  c'est-à-dire  si  Von  annule  les  coefficients  de  ces 
variables,  la  fonction  typ[z)  sera  égale,  à  un  facteur  constant 
près,  au  coefficient  de  z"~p~\  après  qu'on  aura  chassé  de  ce 
coefficient  les  indéterminées  a"-1,...,  z"~p  au  moyen  des  p  rela- 
tions établies  entre  les  n  indéterminées  z' ''. 

Appliquons  cette  règle  à  la  formule  (27).  Les  équations  qu'on 
obtient  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  z"~x .. ..,  z"~ p  se  ramè- 
nent immédiatement  aux  suivantes  : 

yyW/(i)=o    V    ?(«■)/(*)  ^0    v,-,  ?(«.-)/(*)  =0 
^-t/'(a<; z  —  *-      '   Z*  '/'(«,)  z— a,-      '   Zj  '    /'(«<■)  2— *.• 


et  l'on  a,  pour  <^,(~), 
(28)  mpkptyp{z) 


-flVTf«.)  _,/Q 


i/'K)  ''  s  —  «« 


Il  faut  éliminer  entre  ces  équations  c"-1,...,  c"~p,  ce  qui  nous 
conduit  à  la  relation 


M 


K) 


qui  va  nous  donner  ty„:z). 
Posons 


(29)      A/,_,= 


Va''-  iM       V   TM   /<2) 
Zk  '      /'(a,)      Zé/'K)  *-«, 

Va"?-'  ?(z'^        Vff/>  ?("■•)     .^s)  _  V'VM3) 


2,r(^a' 


D'après  un  théorème  bien  connu  (')  relatif  au  produit  des  déter- 


(')  On  aura  évidemment 
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minants  et  du  à  Binet  et  à  Caucliy,  on  aura 

(3o]    ^^/itfklM)^^^'"^11 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  possibles  de 
p  racines,  et  l'expression  £(ar,...,  «r  )  indiquant,  suivant  la  nota- 
tion de  M.  Sylvester,  le  produit  des  différences  des  racines  «r|, 
ar„, .  .  . ,  a,.  . 

^p-i  sera  Ie  dénominateur  de  la  valeur  de  (^(s);  on  calculera 
par  les  mêmes  principes  le  numérateur,  qui  a  pour  expression 

Y  ?(«Q  ?(«,..)■  -.o(y.rrt)  . /(z) 

Z/'K)/'(«fj).../'(«r,+l)  S  ^'-a--'-'  "'>+'' (a-a^z -«„)...(*-«,, 

et  l'on  aura  enfin 


l*—  *r,)...(a  —  «r 

En  égalant  les  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  2,  on  a 
(33)  «,A-  =  ^, 

ou  encore,  d'après  la  formule  (i4)i 

Il  suit  de  ces  formules  que  les  premiers   termes  des  fonctions  de 
Slurm, 

«o,  A,  A ,  A„_,, 

présentent  les  mêmes  suites  de  signes  que 

i,  Ao,A ,  A„_,. 

On  aura  donc 


•*fa*^  ■;•(*,,...  *...'         f(z) 


où  ).p  sera  un  facteur  essentiellement  positif,  déterminé  par  les  équa- 
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tions 

(34)  V-^  =  3^>    >,=  i. 

Ces  équations  donnent  sans  difficulté  les  valeurs  des  coefficients  ?.. 
On  trouve 

?    _ /A.A,...  Ay.,V  _  /"«.A,  A3.  . .  XP-,\ 


A,  A3 


/«.A,  A,...  Av_,y 
l    A.A,...AV    ; 


Remarquons  cette  conséquence,  que  la  suite  des  premiers  termes 
des  fonctions  de  Slurm  présente  le  même  nombre  de  permanences 
et  de  variations  que  la  série 

1,  A0>  A,,...,  A„_,. 

Le  nombre  des  permanences  de  cette  suite  indique  donc  le  nombre 
des  carrés  positifs  de  la  forme,  celui  des  variations  le  nombre  des 
carrés  négatifs. 


VI. 

Appliquons  la  même  méthode  à  la  recherche  des  expressions  des 
fonctions  de  Sturm  en  fonction  des  coefficients.  Soit 

(35)  $=— cjz'a*. 

Egalons  à  zéro  les  coefficients  de  z"~ ',...,  z1~p\  nous  aurons  ainsi 
les  équations 

Lq  =  -5 =  —  lct  „_,  z'  =  o . 


à' 
dz".  - 


I   -     d*  y 


et  alors  on  aura 

m,,  Ap  typ(z)  =  —  !«?,>_/,_,  z*—  Lp+I. 
Faisant   l'élimination    des    indéterminées   j",  -"_1,...,  2""^.   on 
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c«-p,'<-p 


Cn->,n-p-,         

On  déduit  de  là,  en  posant 


(36) 


D,_, 


Cn—p,n—p—i        A-7»-f-l  '"p  A^ 


C"-p.  «-P 


[37  )       mp\ptyp[z)  — 


D0 


•   -         Cn—p,n—p—\       1^-J-l 


et  en  comparant  les  plus  hautes  puissances  de  r, 

r>„ 


(38) 


mp  kp  — 


D-_, 


En  rapprochant  cette  formule  de  l'expression  (34),  on  en  déduit 


(-'yiv  =  (-of-'iy 

«:/'A0    "     «:."'-')û0. 


A„ 


D,=  (-i)P-'aV+»A, 


On  a  donc 

(3g) 

Ainsi  la  suite  des  quantités  A  peut  être  remplacée  par  celle  des 
quantités  I),  et  le  nombre  des  carrés  positifs  de  la  forme  est  égal  à 
celui  des  variations  comprises  dans  la  suite 

i,  ])„,  D„...,D„  _„ 
et  l'on  aura 


(4o)    <hP{z)=  p 


C„_,,„_, 


.    c„_ 


*-*n — \,n — p — I  *   •   *  ^-*n — p,n — p —  I         ^p 

).p  ayant  la  valeur  déjà  indiquée  [(formules  34)]- 
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VII. 

Les  polynômes  L*  qui  ligurent  dans  les  expressions  précédentes 
des  fonctions  de  Sturm  peuvent  prendre  une  forme  très-simple  que 
nous  allons  indiquer. 

La  fonction 

_/|tl9(»,)-/(tllçi;! 


peut  évidemment  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

(40  F=f(z)^-^)-?{z)f-^Z{^ 

ou,  en  effectuant  les  divisions. 


:;2    |f=2i>(«}(«.*~  +  «.«' 


'  — /  -  )  (  b„  zp~<  -f-  b,  zP~'  -+- . . .  -4-  bp-,  )]  z';  -  p. 

On  a  donc 

(43)  • '  Zj 

'        =9(2  (fiû;'-|  +  ...  +  «/>-,)  —f{z)  [b,  zr~l  +  .  ..  -4-  /*,,  _    . 

Telles  sont  les  expressions  des  quantités  Lp. 

Il  résulte  de  cette  formule  et  de  1  équation  (4°)  que  les  fonc- 
tions !i(p(.r),  qui  dépendent  linéairement  des  quantités  Li,  prennent 
la  forme 

(44)  6p(x)=Vpo(x)-Xpf  x), 

où  Dp  et  yp  sont  des  polynômes  de  degré  p  dont  la  détermination 
résulte  sans  difficulté  de  la  formule  (4°)  5  mais  on  peut  aussi  dé- 
duire de  la  formule  précédente  un  nouveau  mode  d'expression  des 
fonctions  de  Sturm  dû  à  M.  Cayley.  Posons 

(45)  tyP(x)  =  [m, xp -f- m, xp~'  4- m, xp~* ■+-...)  o{x)  —  (naxi>+...)f(x), 
et  écrivons  que  les  puissances  de  x  supérieures  à  la  [n  — p  — ijiemo 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  ustron.,  t.  VIII.  (Février  1S73. 
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disparaissent  du  second  membre.  Nous  aurons  ainsi 

/  m,  bt —  nta„  =  o, 
,,..       !  m,b,+  ntib, —  n„a,  —  11,(1»=  o, 

(4°) 


m,  />,,,_,  -t- .  .  .  —  «0«;f —  «1  a-.p-,  —  .  .  .  =  o. 
Si,  entre  ces  équations  et  la  précédente,  nous  éliminons  les  rap- 
ports des  quantités  m,  «,  nous  obtiendrons 

l'a  ■   ■  ■         «J/,-1         X?~'f(x) 


(47; 


+  (*)  =  >.,', 


a?        f{x) 
b,f        xPy{x) 


bP 


?.'  étant  un  coefficient  à  déterminer.  Cette  forme  des  fonctions  <|/ 
rend  évidente  leur  propriété  d'être  du  degré  n  —  p.  Le  coefficient 
de  la  plus  haute  puissance  de  x  est 


b,n 


h     V.  ! 

Le  déterminant  qui  multiplie  '/.'''  est  évidemment  identique,  à  un 
facteur  numérique  près,  à  celui  qui  a  été  désigné  par  Dp.  Or  ce 
déterminant  a  pour  terme  principal  («0^h-')''+S  et  "o  &P+>  qui 
ligure  avec  le  signe  —  dans  d„_r^u„  se  trouve  par  conséquent  avec 
ce  signe  dans  tous  les  cléments  <'„_„„  _  j  pour  lesquels  a  -+- (3  =  p  ■+-  2 . 

(p+J  )(/>  +  >) 

11  se  trouve  donc  dans  D,,  avec  le  signe  ( —  1)  ,  et  l'on  a 


(48) 


D,=(-i] 


. .  .     6„ 
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par  suite 

p(p-*-o 


Mil. 

Ou  déduit  des  résultats  qui  précèdent  quelques  conséquences 
relatives  à  la  théorie  de  l'élimination.  On  a,  d'après  l'équation  (3o). 


(4g)  A„_,  =  (-i)      •      <p(a.)  ?(«,)•  •■?(*«)• 

Donc  la  condition  pour  que  les  deux  équations  f  (x)  =  o,  s  >)  =  0 
aient  une  racine  commune  est 

(5o)  A„_,  =  D„_,  =  o. 

Les  deux  formes  sous  lesquelles  nous  avons  mis  Dp  donnent  la 
résultante  de  Cauchy  et  de  Jacobi  et  celle  de  M..  Sylvester.  Plus 
généralement,  pour  que  les  deux  équations  aient  p  racines  com- 
munes, il  faut  et  il  sullit  que  la  fonction  quadratique  <t>  se  réduise 
à  une  somme  de  n  —  p  carrés.  On  sait  comment  011  peut  exprimer 
cette  condition.  [Voir  notre  Mémoire  Sur  la  théorie  algébrique 
des  formes  quadratiques  [Journal  de  Liouville,  t.  XIX,  2e  série)]. 
Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  dans  ce  cas  la  fonction  <|/„__  doit  se  ré- 
duire identiquement  à  zéro. 

IX. 
Reprenons  l'identité  déjà  donnée 

5.)    /('ÏT(*jl{[',)f('ï=»»(»)»(s.)+.m,>,(,)»W+.... 

Si  dans  cette  équation  on  fait  z,  =  -,  on  obtient 

|5aJ        ?{z)f'(z)-o'(z)f(z)=m^(z)  +  mrh](z)+..., 

formule  déjà  donnée  par  M.   Briosclii.  Si   l'on  y   l'ait  3  =  z,,  on 
aura 

(53)  <?{*i)f'[eu)  =  mWxi   +»i,i;(a,!-...; 
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mais,  si  dans  la  formule  (5i)  on  fait  s  =  «,-,  zt  =  a^  on  obtient 

(54)  o  =  mty{oci)<\i{ai<)+  m,  +,(«,)  4*  >  («*.'■  + 

Il  résulte  de  ces  formules  que,  si  l'on  pose 

les  coefficients  u/4,  au  nombre  de  «%  définissent  une  substi- 
tution linéaire  orthogonale.  Un  aura  donc  entre  ces  quantités 
les  relations  bien  connues,  dont  les  plus  importantes  sont  les  sui- 
vantes : 


-•) 

[55) 

lpt1  a,)  tpy(g,-)  _ 

9(a,)/'(aE|)"~0' 

Ces  deux  dernières  formules  sont  fondamentales  dans  la  théorie 
de  l'interpolation. 

M.  Kronecker  a  remarqué  qu'elles  définissent  complètement  les 
fonctions  de  Sturm.  En  effet,  la  dernière  ayant  lieu  pour  toutes  les 
valeurs  de  A'  inférieures  à  Â",  on  aura 

(56)  \M^.-0t     //</,, 

ce  qui  définit  la  fonction  tyk  à  un  facteur  constant  près. 

On  pourrait  encore  remarquer  d'autres  formules  relatives  aux 
déterminants  formés  avec  un,  et  qui  ont  été  signalées  par  MM.  Syl- 
vester  et  Brioschi.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  sujet  pour 
donner  quelques  formules  analogues  à  la  relation  fondamen- 
tale (5i),  d'où  nous  avons  déduit  toutes  celles  de  cet  article. 


X. 

JNous  avons  vu  (Ml)  que  la  fonction  <J>/.  (")  s'exprime   par  une 
équation  de  la  forme 

(57)  .^i[z)  =  Dttf[*)-V(tf[t), 
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où  Ni,  T)k  sont  des  polynômes  de  degré  A".  On  peut  facilement 
trouver  l'expression  de  Dj,  et  par  conséquent  celle  de  IN;  en  fonc- 
tion des  racines  àcf(x).  On  a,  en  ellet, 

(58)  <|u(«i)  =  Dt(«{)?(«i), 

et  cette  équation,  faisant  connaître  n  valeurs  de  T)k[x),  suffit  à  la 
détermination  de  ce  polynôme.  On  trouve  en  effet  que,  si  l'on 
pose 


=»'W''=fc£w£> 


(60)  P'(^^/!;;};;;}!^'(^'^'H^-^...^^). 

On  reconnaît  sans  peine,  a  posteriori,  que  les  formules  (58)  sont 
satisfaites;  cap,  si  l'on  y  remplace  z  par  une  racine  a,-  de/*(.z)  et 

— — -  par  /"'(a,),  la  fonction  <p(«,-)  est  égale,  terme  à  terme,  à  la 

fonction  D,   a,)  multipliée  par  le  facteur  <y(«,-). 


XI. 

Des  conséquences  intéressantes  se  déduisent  de  la  considération 
de  la  forme  adjointe  de  la  fonction  quadratique  <&.  Soit 

en  supposant  toujours  qu'après  la  division  on  ait  remplacé  les 
puissances  de  z  par  des  variables  indépendantes.  On  aura,  en  po- 
sant pour  abréger 

les  formules  suivantes,  qui  définissent  la  substitution  à  effectuer 
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pour  obtenir  la  forme  adjointe  : 

(       v         '  d®  Vd     As)    ,       „     , 

X0=--t—    =  \  B,-—— («o*-t-- •  •+«„-. 
•>■  oz°         £j      z  —  a, 

2  6b'  ^J        s  —  s:, 


(63) 


X„_,  = 


«M» 


2   d*—' 

On  déduit  de  là  1  identité 

(64)  X„-t-/iX,-)-...-t-A 


SB^ 


/(*) 


^       z  —  y.,  Il  —  a, 


et,  si  dans  eetle  formule  on  fait  /;  =  a,-,  on  trouve 

/(z)    _X.+  a,\l+...+  «r,Xn- 
ï=ï~  B,/'(,,}  -' 

et,  en  substituant  dans  <P. 

(66)     4*=S?^)7^)(X'  +  "Xl"---  +  îtrlx"-')2- 

La  fonction  adjointe  <î)1  sera  égale  à  <J>  multipliée  par  le  discri- 
minant de  4>.  qui  a  pour  valeur 


(—  i)     :       tp   a,)<p(a,)-  .  .  ?(a„}. 

On  connaît  d'ailleurs  l'expression  de  la  forme  adjointe  4*,  en  fonc- 
tion des  coefficients  de  <î>.  Elle  est  égale  au  déterminant 


(-  «)" 


<•„_,,„_,      ...      e_,,,    X„. 

•  •      C.o        X„ 


x„_, 


X 


ou.  en  appelant  A,;  le  coefficient  de  —  c,-j  dans  le  discriminant, 
on  aura 


""■: 


:^A,X,X 
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Si  nous  comparons  cette  nouvelle  expression  à  la  formule  (66), 


nous  aurons 

(68) 

On  aura  donc 


Art-A2  ?(«"/'(«.■) 


A«  =  A* 


toutes  les  fois  que  i-J-A  sera  égal  à  i'-hk'.  Ce  résultat  est  du  à 
Jacobi  ;  nous  pouvons  donc  remplacer  Au  par  A1+1,  et  nous  voyons 
que  la  forme  adjointe  ne  dépend  que  de  in —  i  coefficients.  Son 
discriminant 

A,        A,     A,     ...     A„_, 

A,        A,     A„ 


A». 


AM_, 


appartient  à  la  classe  des  déterminants  appelés  persymétriques  par 
M.  Svlvester. 

INous  voyons  donc  que  ces  formes  quadratiques,  introduites  dans 
la  science  par  M.  Hermite,  ont,  comme  il  était  facile  des  y  attendre, 
un  caractère  tout  spécial.  Leur  propriété  essentielle  se  manifeste 
clairement  dans  la  proposition  que  nous  venons  de  démontrer,  re- 
lativement à  leurs  formes  adjointes.  Réciproquement,  il  est  facile 
de  démontrer  que  toute  forme  quadratique  ayant  pour  adjointe  nue 
fonction  à  déterminant  persymétrique  se  rattache  d'une  manière 
directe  à  un  problème  d'élimination  de  la  nature  de  ceux  qui  sont 
considérés  ici. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  se  donne  la  forme  adjointe,  c'est-à- 
dire  les  in —  1  quantités  A,,  et  proposons-nous  de  déterminer  les 
fonctions  entières  f  (x),  cp (x).  On  aura,  d'après  l'équation  (68), 

(69)  Ar+J  = 


On  déduit  de  ces  équations  les  suivantes  : 


(70) 


a0  A„   -+-  a,  A„_, 
a0A„+,+  a,  A„ 


,-l-  a„  A0  =  o, 
. -I-  a„A,  =  o, 


a,  A:/,_,+  .  . .  +  an  A„_2  =  o, 
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rt0,  rtj,...,  rt„  désignant,  comme  auparavant,  les  coefficients  dey  '.r). 

Les  équations  (69)  peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (70) 
et  par  «d'entre  elles  qui  détermineront  lesrc  quanti  tés  tp  (a, ),..., '.f(a„) 
quand  f(x)  sera  connu.  A  étant  le  discriminant,  il  doit  en  ellèt  être 
considéré  comme  connu. 

Les  équations  (70)  étant  un  nombre  insuffisant  pour  déterminer 
/'(x),  on  déduira  pour  ce  polynôme  une  expression 

/(*)  =  */'(*) -*-/*?'(*)• 

Comme  d'ailleurs  Q>[x)  est  déterminé  par  n  valeurs  seulement,  y(x) 
contiendra  aussi  une  arbitraire.  Rien  ne  distinguant  dans  les  déve- 
loppements qui  précèdent  <f(.r)  dey(.r),  on  aura 

o[x)  =  Xf,  (x)  4-  «1  <?i(x)- 

Telle  est  donc  l'expression  de  nos  deux  fonctions.  La  fonction  4> 
qui  leur  correspond  contiendra  en  facteur /.p., —  p.A,,  et  ne  diffé- 
rera que  par  un  facteur  constant  de  celle  que  nous  avons  prise  pi  nu- 
point  de  départ.  Il  suffira  donc  que  le  déterminant  Xp., —  u/ ,  ait 
une  valeur  déterminée  pour  (pie  la  forme  $  soit  identique  à  celle 
qui  a  été  proposée. 

Il  est  donc  démontré  que  tout  déterminant  persymétrique  se 
rattache  à  l'étude  d'un  problème  d'élimination.  Cette  proposition 
est  essentielle  dans  l'étude  de  cette  classe  de  déterminants. 

XII. 

Nous  avons  démontré  dans  ce  qui  précède,  par  rapport  aux  fonc- 
tions f(x),  <9{x),  dont  la  seconde  peut  être  de  degré  n  —  1 ,  que,  si 
l'on  forme  la  suite 

1,  A,„  A ,  An_„ 

où 

la  différence  r. — v  entre  le  nombre  des  permanences  71  de  la  suite 
précédente  et  celui  v  des  variations  de  cette  suite  est  égale  à  l'in- 

dice  intégral  de  — — -•  On  peut  déduire  de  cette  proposition  le  tbéo- 

rènic  de  Sturm  dans  toute  sa  généralité. 
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En  effet,  déterminons  une  nouvelle  fonction  de  degré  n — I, 
œ,  (x),  par  la  condition 

(72)  Ç(*)+A/(*)  =  (I -*)?.(*). 

et  appliquons  le  théorème  précédent  à  o,  (x)  et  à  f(x).  En  remar- 
quant  que 

q>,(«i)= ? 

'  —  y-, 

on  voit  que  le  nombre  des  variations  contenues  dans  la  suite 
fit), 

y-,)   fit) 


^0=^ 


?(«.)• 


f\cti)...f'«p) 
sera  précisément  égal  au  nombre  des  racines  imaginaires  de  / "(x), 

augmenté  du  nombre  des  racines  réelles  pour  lesquelles  - '  _,  -,  — ■ 

(t      x)j  (xj 

est  négatif;  ce  dernier  nombre  sera  égal  à  celui  des  racines  supé- 
rieures  à  t  pour  lesquelles  -■,- — -  est  positif,  diminué  de  celui  des 

racines  inférieures  à  t  pour  lesquelles  -£-:- — -  est  négatif.  Donc,  si 

./  \x) 
nous  substituons  deux  nombres  t0  et  tt  (t0  <^  tt  ),  nous  arriverons  à 
cette  conclusion  que,  en  désignant  par  (/„)  et  (t,)  les  nombres  des 
variations  de  la  suite  correspondante,  la  différence  (t0)  —  (?i)  indi- 
quera le  nombre  des  racines  comprises  entre  t„  et  f,  pour  lesquelles 

~r. est  positif,  diminué  du  nombre  des  racines  comprises  dans 

/  (*)  r  l 

l'intervalle  considéré  pour  lesquelles  -^-\ — {■  est  négatif .  En  d'autres 

1  l  f(x)  ° 

termes,  (/„)  —  (f,)  sera  l'indice  intégral  de  ^ — -  entre  les  limites 
t0  et  tt.  On  aura 
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Du  reste,  la  suite  des  fonctions  précédentes  est  évidemment  iden- 
tique à  celle  des  fonctions  de  Sturm,  dont  nous  avons  déjà  donné 
l'expression.  Le  théorème  de  Sturm  se  trouve  donc  établi  dans 
toute  sa  généralité. 

Si  nous  avions  déterminé  une  fonction  œs  par  la  condition 

(f,(x)  =  \f(x)  -h  (/  —  x)  o{x), 

nous  aurions  obtenu  à  la  place  de  la  suite  (72)  celle  qui  est  formée 
des  polynômes  D*,  ce  cjui  est  conforme  aux  résultats  connus. 

Plus  généralement,  étant  données  deux  fonctions  f(x),  <j> (•*"), 
déterminons-en  une  nouvelle  par  les  conditions 

(t  —  x)o{x)=(l'  —  x)  o,{x)  +  \f(x), 

on  obtiendra  une  suite  de  fonctions 

(  fit),..., 


74)  A    fm_vr (*■)■■•/' i«,)/i'i;'(*..«. «J/.> 


-«,)...(/-«„} 


contenant  deux  variables  t,  t'  et  qui  ont  été  définies  par  M.  Hei- 
mite.  Le  nombre  71  relatif  à  cette  suite  est  égal  à  celui  des  racines 

O  f  X  \  {  t'  —  X  ) 

pour  lesquelles  -'.- — -  —r-fj — ;  est  positif,  augmenté  du  nombre  des 

(/       x)j[x) 

racines  imaginaires;  si,  pour  plus  de  simplicité,  on  suppose  que 
o(x)  soit  la  dérivée  de  /  '  .1  ;,  on  voit  que  77  deviendra  le  nombre 
des  racines  imaginaires  augmenté  de  celui  des  racines  réelles  non 
comprises  dans  l'intervalle  de  t  à  /'. 

Ces  nouvelles  fonctions  à  deux  variables  s'obtiendront  évidem- 
ment en  appliquant  la  méthode  de  Sturm  aux  deux  polynômes 
f(x)  et  Af(x)  -+-(t' — x)f'(x),  A  se  déterminant  par  la  condi- 
tion que  cette  dernière  fonction  se  réduise  au  degré  n  —  1,  ce  qui 
exige  que  A  =  /;.  On  aura  donc 

/"(*).    f,(x>  ')+  t'fHx,  1) 

pour  les  expressions  des  deux  premières  fonctions;  les  autres  s'en 
déduiront  par  la  division  :  c'est  le  résultat  de  M.  Hermite. 

Enfin  on  peut  déterminer  une  fonction  Oi(.r)  par  la  condition 

o(x){l  —x){t'  —  x)  =:o1(i)  +  (Ar  +  Bx  -hC)f[x); 
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alors  on  aura  la  suite  des  fonctions 

A,-,/(o=^*;));;^((^)V(«.,...,«f);/-«.)--.(<-»y.)(<,-«.)---(<'-«f). 

qui  jouira  des  mêmes  propriétés  que  la  suite  (74)5  et  qui  est  d'ail- 
leurs formée  des  fonctions  réduites  D<  qu'on  obtient  en  formant  la 
suite  (7.!). 

xm. 

D'après  ce  qui  précède,  nous  voyons  que,  si  l'on  veut  trouver  le 
nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  comprises  entre  deux 
limites  données,  on  aura  à  procéder  de  la  manière  suivante. 

On  prendra  la  forme  quadratique 

fA)  /W'(*0-/'(*.,'/(«) 

z  —  z, 

et  on  la  décomposera  en  carrés,  comme  nous  l'avons  indiqué  (IV). 
Alors  les  différents  carrés  donneront ,  h  des  facteurs  constants 
près  dont  le  signe  sera  immédiatement  connu,  la  suite  des  Jonc- 
tions de  Sturm.  En  substituant  dans  cette  suite  deux  nombres  f0,  ft, 
la  différence  des  nombres  de  variations  indiquera  le  nombre  des 
racines  réelles  comprises  dans  l'intervalle  considéré. 

M.  Hermite  a  donné  une  métbodc  un  peu  différente.  On  consi- 
dère la  fraction 

,„  f{z)f{z,)(t-zi)-f(zt)f'[z)[t-z] 


et  on  la  décompose  en  carrés.  Le  nombre  tc  des  carrés  positifs  in- 
dique le  nombre  des  racines  imaginaires  augmenté  du  nombre  des 
racines  inférieures  à  t.  En  effet,  nous  avons  vu  que  7r  est  égal  au 
nombredes  racines  imaginaires  augmenté  de  celui  des  racines  réelles 

pour  lesquelles- j- — ou!  —  z  est  positif.  C'est  précisément 

la  proposition  de  M.  Hermite. 

Si  l'on  revient  à  la  forme  quadratique  (A),  on  sait  que  le  nombre 
de  ses  carrés  négatifs  indique  le  nombre  de  couples  de  racines  ima- 
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.   ginaires,  et  r.  —  v  est  le  nombre  total  des  racines  réelles.  On  déduit 
de  là  le  théorème  suivant  énoncé  par  M.  Hermite  : 

Introduisons  l'homogénéité  dans  la  forme  (A),  qui  pourra  s'é- 
crire 

/(*..r).r»./..'„(-r».r«)—  f(x„  y\)yf'{x,y) 
., 

x)  '„  —  yx, 
et  remplaçons  «/par  xf'x  -t-  yfl  '-,  nous  aurons 

xjr,—  yx„ 

Le  terme  f',f'Xti  donnera  un  carré  positif  dans  la  forme  CI>,  et,  par 
suite,  la  forme 

flix,  .)/;>„,  ■  )-/;„(*.,  i)f;(x,  q 

x  —  .r0 

contiendra  une  indéterminée  de  moins  et  un  carré  positif  de  moins 
que  la  forme  (A).  Nous  voyons  donc  que  le  nombre  77  —  v  relatif  à 
cette  forme  sera  celui  des  racines  réelles  diminué  d'une  unité.  Le 
nombre  v  demeurera  celui  des  couples  de  racines  imaginaires.  On 
voit,  de  plus,  qu'en  décomposant  en  carrés,  d'après  la  méthode 
déjà  indiquée  plusieurs  fois,  on  obtiendra  celle  des  fondions  de 
Sturm  qui  suivent  la  dérivée  première  f'x . 

Appliquons,  par  exemple,  la  méthode  précédente  à  l'équation  du 
troisième  degré 

a  x'  -+-  3bx'-+-  3  ex  -t-  d  =  o  ; 
nous  aurons 

[bx--i-2.cx-h  d)(axl+ibx„-\-  c) — (ax1 '-t-  ib  x  -t-  c){b  x\-\-  2e.r0-i-  d) 
X  —  x„ 

et,  en  effectuant  la  division, 

■2.(1/'—  ac)xxll-\-  (bc  —  ad  )  (x  -t-  x„)  -+-  i(c'1  —  bd), 

ou,  en  remplaçant  x0  par  x  et  introduisant  >  pour  l'homogénéité, 

(b2  —  ac)x'+  (bc  —  ad)  xy  -f-  1  c' —  bd)y2. 

Pour  que  les  racines  soient  réelles,  il  faut  cjue  cette  forme  soit  dé- 
composable  en  deux  carrés  de  même  signe;  ils  seront  alors  affectés 
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de   coefficients  positifs,  puisqu'il  ne  peut  y  avoir  quatre  racines 
imaginaires.  On  a  donc 

[bc —  ad)*—  4(^2—  ac)[c-—  bd)<C<> 

pour  la  condition  de  realité  des  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré,  ce  qui  est  d'accord  avec  les  résultats  connus. 


XIV. 

On  peut  ajouter  aux  formules  de  l'article  I\  quelques  relations 
intéressantes,  que  nous  allons  donner  avant  de  terminer  cette  partie 
de  notre  travail. 

Rappelons  la  formule 

j»*(*)="D*?(*J-N»/(*}. 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  de  tyt(z)  dans  L'équation  fondamen- 
tale 

Z  —  Z,  Z-i 

on  aura 

d'où  eu  égalant  les  coefficients  de  /(")  et  <9{z)  dans  les  deux 
membres,  ce  qui  est  évidemment  permis, 

(75)     !        *~*'  ^  ^ 

|  9  Z)z_9JZ,)=^miXi(z)ùk[z,)=^nn'Si[z    ^(z). 

On  peut  dans  ces  formules  faire  z=-z11  donner  à  z  et  à  zt  deux 
valeurs  différentes,  racines  de  f(z)  ou  de  o[z).  Xous  ne  nous  arrê- 
terons pas  aux  conséquences  qu'on  obtiendrait ,  et  nous  allons 
donner  d'autres  relations. 

Les  deux  dernières  fonctions  N,  D,  dont  l'expression  est  connue, 
donnent,  si  on  les  divise  par  une  constante,  les  deux  fonctions  M,  V 
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de  degré  n  —  i ,  satisfaisant  à  l'équation 
(76)  M/-4-N<p  =  i; 

par  suite,  les  deux  polynômes 

M/,-f-N,<p  —  i,     M,/-HNy,  —  i, 

où  l'on  désigne  par  l'indice  i  le  résultat  de  la  substitution  de  zt 
i  .-.  seront  divisibles  par  z —  zi.  Cela  posé,  on  peut  écrire  l'iden- 
tité suivante  : 


Z  —  3, 

et  en  remplaçant  dans  F.  <|<i(.z),  '}/-~i)  par  leurs  expressions  en  J, 
ç,  N*,  Dj,  on  aura  aussi 

l  F  =  9<?l\mtT>ll{z)Bl(z,)  +  ff>Smk1ïl{z)ltilz>) 

^  -?/Ym»D*(*)N*(zO-?/Y/>uDx(ViN*(2)- 

En  égalant  dans  les  deux  expressions  de  F  les  coefficients  des 
produits  Y'i-ffi  :  'tfii  ?i/i  on  aura  les  quatre  formules 

(78)  V  wt Dt( ^ ) Dt(z, )  =  N'/_7jv^'  » 

y„  ,    ,„  ,     ,        Mç,  —  M,  tp 
m*N*(*)N*(*,)=      -g  _       '  , 

v^  1  —  M,  f —  X;, 

So)  2unuDk{z)M^)=    ~    'x_x~    '  ■> 

(81)  V /wtDt(g,)Ntfa)=  '-MZ-^'v. 

Lu 

La  première  de  ces  équations  met  en  évidence  que  les  réduites  D< 

constituent  une  suite  de  Sturin  relative  aux  deux  fonctions  fvl  \  . 

Comme  d'ailleurs,  pour  chaque  racine  de  J\  on  a,  d'après  l'équa- 

1  .No 

tion  (76),  j\  =  -1  l'indice  des  deux  fractions—,  j-,  sera  le  même  : 

<P  /     / 
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c'est  <  e  qui  explique  pourquoi  la  suite  des  réduites  peut  tenir  lieu 
de  celle  des  fonctions. 

Noos  ne  nous  arrêterons  pas  aux  différentes  hypothèses  qu  on 
peut  faire  sur  :  et  sur  zt  dans  les  formules    80  1  et 

W 

On  sait  que  d'importantes  recherches  de  M.  Hesse  reposent  sur 
une  transformation  des  équations  des  courbes  du  troisième  et  du 
quatrième  ordre.  Il  est  avantageux,  dans  1  étude  d  un  grand  nombre 
de  questions,  de  mettre  le  premier  membre  de  l'équation  de  ces 
courbes  sous  la  forme  d'un  déterminant  dont  les  éléments  sont  des 
fonctions  linéaires  des  coordonnées.  Il  ne  sera  donc  pas  inutile  de 
montrer  que  le  premier  membre  de  toute  équation  algébrique  peut 
être  mis.  et  d'une  induite  de  manières,  sous  la  forme  d'un  déter- 
minant symétrique  d  un  ordre  égal  ;i  celui  de  1  équation,  et  dont 
les  éléments  sont  des  fonctions  linéaires  de  la  variable  indépen- 
dante. 

S 

une  équation  algébrique  d  ordre  n.  et  désignons  par  r.  x  un  po- 
lynôme quelconque  de  degré  —  Nous  emploierons  les  poly- 
nômes 

:    -       . 

qui  donneront  naissance,  par  la  méthode  que  nous  avons  suivie.  1 
une  fonction  quadratique 

V 

■  u  les  éléments  c.;  seront  de  la  forme 

a     - 
Cela  pose,  considérons  le  discriminant 


c,       ...      e 
de  la  forme  quadratique.  D'après  l'article  VIII.  il  sera  la  résultante 
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def(x)  et  <f  (x)  [x  —  t).  Il  se  composera  donc  du  produit  de  deux 
expressions  :  i  °  la  résultante  11  de  f(x)  et  de  cj>  (.r),  qui  est  une  con- 
stante; a°/(f)  qui  est  la  résultante  de  f(x)  et  de  x  —  t.  On  aura 
donc 

| =R/(*), 

I    Cm        •  •  •        C„„ 

équation  qui  réalise  la  transformation  que  nous  a\ions  en  vue. 

(  Fin  de  lu  première  Partir.) 
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Nous  recevons  aujourd'hui  le  premier  Fascicule  d'un  nouveau 
Journal,  consacré  aux  hautes  Mathématiques,  et  publié,  à  Prague, 
par  la  Société  Mathématique  de  Bohème,  sous  la  direction  de 
M.  le  Dr  Emil  Weyr,  dont  le  nom  seul  est  une  garantie  de  la  va- 
leur scientifique  de  cette  entreprise.  Ce  Recueil,  intitulé  :  Archiv 
matliematikj  a  fysïky,  paraîtra,  comme  le  Journal  de  Crelle- 
Borchardt,  les  Mathematische  Annalt'u ,  Yjârchiv  der  Alatlie- 
matik  und  Physih,  le  MameMamnzecKiu  CSovhhkii,  à  des  époques 
indéterminées,  par  fascicules  in-8°,  dont  quatre  formeront  un 
volume.  On  y  insère  des  articles  dans  toutes  les  langues,  particu- 
lièrement en  bohème  et  en  français. 

\  oici  le  contenu  de  la  première  livraison  (80  p.,  1  pi.)  : 

Weyr  (Em.).  —  Principes  d'une  théorie  des  systèmes  symétriques  d'élé- 
ments. (Fr.) 

Zahradnïk  (K.).  —  Théorie  de  la  cardioïde.  (Boh.) 

Weyr  (Ed.).  —  Quelques  remarques  relatives  aux  séries  arithmétiques  et 
récurrentes.  (Boh.) 

Weyr  (Em.).  —  Sur  la  courbure  des  courbes  gauches  du  troisième  ordre.  (Ital.) 

Ccbr  (E.).  —  Sur  l'ellipsoïde  terrestre.  (Boh.). 

Weyr  (Em.),  —  Sur  les  lignes  de  courbure.  Réclamation  de  priorité.  (AIL). 

Nous  donnerons  l'analyse  du  premier  volume,   dés  qu'il  aura 

paru  complètement. 

{1  mai  i8;5.) 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

FIEDLER  (W.),  Professor  ara  eidgenossischen  Pulytechnikura  zu  Zurich.  — 
Die  dakstellende  Géométrie.  Ein  Grundriss  fiir  Vorlesungen  an  teehnischen 
Hochschulen  und  zum  Selbststudium.  —  Leipzig,  Teubner;  in-S°,  j S71 , 
\xxv1-jg2  p.  Prix  :  19  fr.  23. 

jNous  reudions  compte  récemment  de  la  nouvelle  édition  de  la 
Géométrie  analj  tique  de  M.  Salmon,  que  M.  Fiedler  vient  de  pu- 
blier avec  des  additions  si  importantes.  Ici  nous  avons  à  signaler 
un  Ouvrage  entièrement  original,  qui  a  reçu  déjà  un  accueil  très- 
favorable  et  qui  se  distingue  par  une  méthode  propre,  par  un 
mode  nouveau  d'exposition.  Une  union  étroite  des  recherches  et 
des  m.  diodes  de  la  Géométrie  moderne  et  de  celles  qui  sont  pro- 
pres ;i  la  Géométrie  descriptive,  un  développement  de  cette  der- 
nière science  indépendant  de  tout  emprunt  à  l'Algèbre  et  à  la  Géo- 
métrie  analytique,  tel  est  le  but  que  s'est  proposé  d' atteindre 
M.  Fiedler  dans  cet  Ouvrage,  dont  nous  allons  avoir  bientôt  une 
seconde  édition. 

Les  belles  études  de  Poncelet  sur  la  projection  centrale  et  les 
propriétés  projectives  n'ont  pas  peu  contribué  au  développement 
de  la  Géométrie  moderne  ;  cYst  dans  la  théorie  détaillée  et  com- 
plète de  la  projection  centrale,  considérée  comme  méthode  de 
représentation,  que  M.  Fiedler  a  vu  à  bon  droit  la  base  la  plus 
rationnelle  et  la  plus  simple  de  la  Géométrie  descriptive.  Aupara- 
vant, sans  doute,  l'étude  de  cette  projection  faisait  partie  de  tous 
les  Traités;  mais  on  n'avait  pas  eu,  crovons-nous,  l'idée  de  l'in- 
troduire au  début  même  de  la  théorie  et  d'en  tirer  une  exposition 
systématique  de  l'ensemble  de  cette  doctrine.  Du  reste,  l'indica- 
tion des  sujets  traités  dans  les  dilî'érents  Chapitres  donnera,  mieux 
que  des  considérations  générales,  a  nos  lecteurs  une  idée  précise 
de  la  nouvelle  méthode  appliquée  par  l'auteur  pendant  tant  d'an- 
nées avec  le  plus  grand  succès  dans  son  enseignement. 

La  première  Partie  traite  de  la  projection  centrale  et  de  ses  pro- 
priétés les  plus  générales.  Mais  M.  Fiedler  ne  se  borne  pas  à  indi- 
quer ces  propriétés,  il  enseigne  comment  on  peut  représenter  les 
droites  et  les  plans,  et  résoudre,  au  moyen  de  cette  représentation, 

(l)  Figdlep.  (W.).  —  La  Géométrie  descriptive.  Précis  pour  un  enseignement  dans 
les   Écoles  techniques  supérieures  et  pour  l'étude  personnelle.  —  Leipzig,  Teubner. 
/lui/,  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  VIII.  ^Mars  1S75.)  8 
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les  problèmes  les  plus  simples.  Comme  application,  nous  citerons 
L'étude  des  rapports  anh.armoniqu.es,  la  classification  des  projec- 
tions centrales,  la  mise  en  évidence  du  principe  de  dualité  comme 
loi  de  symétrie  naturelle  de  la  Géométrie. 

Un  second  Chapitre  est  consacré  à  la  théorie  et  à  la  construction 
des  coniques,  considérées  comme  projections  du  cercle.  L'auteur  dé- 
montre les  théorèmes  fondamentaux,  étudie  l'involution,  les  polaires 
réciproques,  les  foyers,  les  cercles  osculateurs,  la  génération  des 
coniques  par  l'intersection  de  deux  faisceaux  homographiques,  etc. 

Le  troisième  Chapitre  traite  de  l'étude  et  de  l'emploi  du  l'homo- 
logie  dans  l'espace,  désignée  sous  le  nom  de  collinéation  par  rap- 
port à  un  centre.  L'auteur  montre  comment  on  peut  construire  les 
éléments  correspondant  à  des  éléments  donnés,  et  il  examine  les 
différents  cas  particuliers  de  la  transformation. 

La  première  Partie  se  termine  par  l'étude  de  la  projection  cen- 
trale; elle  constitue,  à  proprement  parler,  la  portion  importante  de 
l'Ouvrage,  et  il  n'y  a  plus  qu'à  appliquer  et  à  développer  les  notions 
fondamentales  qui  y  sont  contenues. 

La  seconde  Partie  a  pour  objet  l'étude  des  lignes  courbes  et  des 
surfaces.  Nous  citerons,  dans  l'étude  des  courbes  et  des  surfaces 
développables,  l'examen  des  singularités  ordinaires,  les  propriétés 
des  lignes  géodésiques  des  surfaces  développables,  l'étude  des  courbes 
gauches  les  plus  simples  (du  troisième  et  du  quatrième  ordre). 
L'étude  des  surfaces  embrasse  les  quadriques,  les  surfaces  réglées, 
les  surfaces  de  révolution;  enfin,  dans  un  dernier  Chapitre,  l'auteur 
définit  les  systèmes  de  coordonnées  en  s'appuyant  seulement  sur  la 
théorie  du  rapport  anharmonique ,  mais  c'est  dans  ce  Chapitre 
seulement  que  sont  employées  les  méthodes  de  l'Algèbre  et  de  la 
Géométrie  analytique. 

L'Ouvrage  est  avant  tout  un  Traité  de  pure  théorie.  Du  reste, 
la  petite  dimension  des  planches  qui,  au  nombre  de  douze,  sont 
insérées  dans  le  volume  et  ne  dépassent  pas  la  grandeur  des  pages, 
interdisait  plusieurs  applications  aux  arts  techniques.  Avec  les 
planches,  il  y  a  228  figures  intercalées  dans  le  texte.  La  clarté 
des  démonstrations  est  parfaite,  et  nous  ne  sommes  pas  étonné  que 
l'Ouvrage  soit  parvenu  si  rapidement  à  sa  deuxième  édition,  bien 
qu'il  ne  s'adresse  évidemment  qu'aux  personnes  déjà  versées  dans 
l'étude  des  Mathématiques. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS   PÉRIODIQUES. 

MATHEMATISCHE  ANNALEN,  herausgegeben  von  C.  Neumann  ('). 
T.  VI;  i873. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  caractéristiques.  (i5  p.) 
Dans  ce  Mémoire  se  trouve  contenue  une  démonstration  du  fail 
bi  remarquable,  signalé  par  M.  Cbasles  et  vérifié  par  lui  dans  une 
foule  de  cas,  que  le  nombre  des  coniques  d'un  système  (p,  v),  satis- 
faisant à  une  condition  donnée,  est  de  la  forme  fj.a+-  vb.  La  seule 
restriction  que  comporte  la  démonstration  est  relative  au  cas  où  la 
condition  qui  doit  être  faite  ne  contient  pas  les  éléments  qui  servent 
à  la  détermination  du  système.  Par  exemple,  elle  ne  comprend  pas 
le  cas  où  les  coniques  seraient  assujetties  à  toucber  une  courbe 
où  la  nouvelle  condition  consisterait  en  ce  que  la  conique  cherchée 
dût  toucber  la  courbe  en  un  nouveau  point. 

Gundelfincer  (S.).  —  Généralisation  d'un  principe  de  repré- 
sentation établi  par  Clebsch,  et  ses  applications,  (7  p.) 

Dans  son  très-important  Mémoire  sur  la  représentation  symbo- 
lique des  formes  algébriques,  Clebsch  a  indiqué  un  théorème  qui 
permet  de  déduire  des  invariants  d'une  forme  à  /•  variables  ceux 
d'une  forme  à  r  +  s  variables  entre  lesquelles  existent  s  relations 
du  premier  degré.  L'auteur  généralise  cette  proposition,  et  il  en 
fait  différentes  applications  à  l'étude  des  points  d'intersection  d'une 
courbe  ou  d'une  surface  du  troisième  ou  du  quatrième  degré  avec 
une  droite,  et  à  des  questions  analogues  pour  72  variables. 

Gordajv  (P.).  —  Sur  la  résolution  des  équations  linéaires  à 
coefficients  réels.  (6  p.) 

L'auteur  considère  un  système  de  s  équations  linéaires  et  bomo- 
gènes  à  /inconnues,  et  il  recberebe  sous  quelles  conditions  le  sys- 
tème peut  être  vérifié  par  des  valeurs  positives  de  toutes  les  in- 
connues. Le  travail  contient  la  solution  complète  de  la  question 
proposée. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  7S. 
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Wiener  (Clir.).  —  Sur  unproblème  de  la  Géométrie  de  situa 
tion.  (4  p-) 

L'auteur  se  propose  de  faire  connaître  un  procédé  général,  par 
lequel  on  pourra  toujours  sortir  d'un  labyrinthe. 

Brill  (A.).  —  De  In  correspondance  des  systèmes  de  points  sur 
une  courbe  quelconque.  (33  p.) 

M.  Cbasles  a  étendu,  comme  on  sait,  le  principe  de  correspon- 
dance entre  deux  objets  variables  aux  points  d'une  courbe  unicur- 
sale(1). 

M.  Cayley  a,  depuis,  donné  sans  démonstration  l'équivalent  du 
principe  de  correspondance  pour  une  courbe  quelconque,  et  il  a 
l'ait  de  nombreuses  applications  de  cette  extension.  L'auteur  se  pro- 
pose de  démontrer  les  formules  de  M.  Cayley,  et  il  établit  la  propo- 
sition suivante  : 

«  S 'il  existe,  entre  les  coordonnées  de  deux  points  variables  d'une 
courbe  /*de  genre  p,  une  relation  telle  qu'à  chaque  point  y  corres- 
ponde une  courbe  coupant  y  fois  la  courbe /"au  point  y,  un  cer- 
tain nombre  de  fois  en  des  points  fixes  dey*,  et  en  •/.  points  x  varia- 
bles et  distincts  de  )  -,  si  en  outre  à  chaque  point  x  correspond  une 
courbe  coupant  /  en  ).  points  variables  et  distincts  de  x\  si  de  plus 
il  existe  entre  les  deux  points  une  autre  relation  pour  laquelle  les 
nombres  analogues  soient-/,  x',  À',  le  nombre  des  points  satisfaisant 


(')  Qu'il  nous  soit  permis  toutefois  de  présenter  une  remarque  sur  cette  extension, 
remarque  qui,  croyons-nous,  n'a  pas  été  faite,  et  qui  pourrait  induire  en  erreur  les 
géomètres  qui  appliqueraient  sans  attention  ce  principe  de  correspondance  entre 
deux  points  d'une  courbe  unicursale.  Si  entre  deux  points  d'une  courbe  unieursale 
il  existe  une  correspondance  (//,  »),  en  général  le  nombre  des  points  coïncidant  avec 
leurs  correspondants  sera  bien  //-t-v;  mais  il  pourra  être  beaucoup  plus  grand.  Soient 
en  effet  r,  t'  les  valeurs  du  paramètre  fixant  la  position  des  points  sur  la  courbe. 
Dans  le  cas  d'une  correspondance  (//,  y),  il  existera  entre  t,  t'  une  relation  de  la  forme 


(?;)■ 


et  il  n'y  aura  que  y.  -t-  v  valeurs  de  t,  telles  que  r  =  f';  mais  il  n'est  pas  nécessaire 
que  les  valeurs  des  paramètres  r,  c'  soient  les  mêmes  pour  qu'il  y  ait  coïncidence. 
Si  0,  6'  sont  les  deux  valeurs  de  I  correspondant  à  un  point  double,  et  que  l'équation 
précédente  soit  vérifiée  quand  on  y  substitue  0,  0'  à  r,  t\  il  y  aura  coïncidence  en  un 
point  double  de  la  courbe.  Il  faut  dotic  énoncer  l'extension  de  la  manière  suivante  : 
Le  nombre   îles  points  coïncidants,    correspondant  à  la   même  valeur  du  paramètre. 
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à  ces  deux  conditions  sera 

■/.'/'  -4-  /./'—  2  pyy.  » 

Le  Mémoire  se  termine  par  de  nombreuses  applications. 

Biull  A.  .  —  Xote  sur  les  tangentes  doubles  d'une  combe  du 
quatrième  ordre  à  un  point  double.  (6  p.) 

Bobylef  (D.  .  ■ —  Quelques  considérations  sur  les  équations  de 
l'Hydrodynamique.  (i3  p.) 

L'auteur  s'est  proposé  de  tenir  compte  du  flottement  et  de  voir 
quelles  modifications  l'introduction  de  cette  force  apporterait  aux 
résultats  de  M.  Helmholtz.  11  exprime  les  équations  de  l'Hydrody- 
namique en  coordonnées  curvilignes  quelconques. 

Schrôter  'IL'.  —  Sur  les  courbes  du.  troisième  ordre.  (27  p.) 

Klei.\     F.  .  —  Sur  la  Géométrie  non-euclidienne.  (34  p-]  (')• 

Webek  H.  .  —  Sur  la  représentation  d' une  fonction  arbitraire 
au  moyen  des  fonctions  de  Bessel.  (16"  p.) 

Mayeb  f  \...  —  Sur  la  méthode  de  M.  Lie  pour  l'intégration 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  (35  p.) 

Notice  sur  Rudolf-Fiuediuch-Alfred  CLEBSCH.  (6  p.) 

Clebsch  (A.).  —  Sur  une  nouvelle  forme  élémentaire  dans  la 
Géométrie  analj  tique  du  plan.  (i3  p.) 

Nous  reproduirons  cet  important  travail,  que  l'auteur,  à  notre 
grand  regret,  n'a  pu  développer  complètement. 

Clebsch   (A.).  —   Sur  la   théorie  des    surfaces   de    Riemann. 

(i5pf; 

L'auteur  reprend  la  démonstration  d'un  beau  théorème  de 
M.  Lùroth,  propre  à  diminuer  les  difficultés  que  l'on  rencontre 
dans  la  représentation  des  surfaces  correspondant  aux  fonctions 
abéliennes  les  plus  générales.  Ce  travail  est  peu  susceptible  d'ana- 
lyse; il  nous  a  paru  que  les  surfaces  de  Riemann  y  jouent  un  rôle 
secondaire,  et  que  tous  les  théorèmes  pourraient  s'exprimer  avec  le 
mode  de  représentation  ordinaire,  tel  qu'il  a  été  adopté  dans  la 
théorie  des  fonctions  abéliennes  de  MM.  Clebsch  et  Gordan. 


[']   Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  3',i,  et  t.  III,  p.  3'|.'|. 
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Ascoli  (G.   .  —  Sur  les  séries  trigonométriques .  (10  p.) 

Sturm  (H-)-  — ■  Sur  les  courbes  et  les  surfaces  podaires,  sur  les 
normales  et  les  plans  normaux.  (23  p.) 

Ce  travail  étendu  contient  un  grand  nombre  de  résultats  relatifs 
aux  nombres  qu'il  y  a  à  déterminer,  à  l'ordre  et  à  la  elasse  des  diffé- 
rentes courbes  et  surfaces  podaires,  des  enveloppes  des  points  nor- 
maux à  une  courbe,  etc. 

Rosanes.  —  Sur  les  systèmes  linéaires  de  coniques.  (49  p.) 
Etude  de  cette  question  très-importante,  qui  a  fait  l'objet  d'une 
Communication  de  M.  Smith  à  la  Société  Mathématique  de  Lon- 
dres, d'un  Ouvrage  de  M.  Picquet  (')  et  d'une  Communication  de 
M.  Darboux,  insérée  au  t.  I,  p.  348  de  ce  Bulletin.  Le  travail  de 
M.  Rosanes  contient  un  grand  nombre  de  résultats  obtenus  par  les 
méthodes  de  l'Algèbre  moderne.  Nous  citerons  l'élude  du  réseau, 
celle  du  système  linéaire  formé  avec  quatre  coniques,  de  leur  forme 
canonique,  etc. 

Meyek  (G. -F.).  —  Sur  un  théorème  relatif  à  la  valeur  moyenne 
des  intégrales  de  M.  du  Bois-Rejmond .  (6  p.) 

L'auteur  parait  ignorer  que  cette  proposition,  généralisation  d'un 
théorème  d'Abel  sur  les  séries,  a  déjà  été  donnée  par  AI.  Bonnet 
[Journal  de  Liouville,  irc  série,  t.  XIV,  p.  9.49).  Il  en  déduit  plu- 
sieurs conséquences. 

LiïnoTH  (J.).  —  Remarque  sur  la  continuité,  (a  p.) 
Cet  article  contient  une  très-élégante  démonstration  de  la  pro- 
position suivante  :  «  Si  une  fonction  de  deux  variables  est  continue 
pour  tous  les  points  d'une  courbe  et  pour  tous  les  points  à  l'inté- 
rieur, on  pourra  diviser  l'aire  de  cette  courbe  en  petits  comparti- 
ments, tels  que,  à  l'intérieur  de  chacun  d'eux,  deux  valeurs  quelcon- 
ques de  la  fonction  diffèrent  de  moins  de  e,  e  étant  pris  aussi  petit 
qu'on  le  veut.  » 

Schlegel  (V.).  —  Sur  la  génération   mécanique  des   courbes. 

(9P-) 

Extension  des  belles  recherches  de  Grassmann,  contenues  aux 

(')  \ oit  Bulletin,  t.  III,  p.  «5. 
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tomes  36  et  42  du  Journal  de  Crelle.  [loir  aussi  Bulletin,  p.  86 
tic  ce  volume.) 

Neumamn  (C).  — ■  Sur  la  théorie  des  aimants  dits  constants. 
(i,p.) 

Neumamn  (C).  —  Sur  quelques  formules  de  M.  Helmholtz, 
relatives  à  l'induction  magnétique  et  à  l'induction  voltaïque. 
(8  p. 

Ce  dernier  travail  est  consacré  à  une  polémique  avec  M.  Helm- 
holtz, polémique  dont  nous  avons  déjà  entretenu  nos  lecteurs  sans 
émettre  une  opinion  personnelle,  et  où  M.  Helmholtz  a  rencontré 
comme  contradicteurs  à  la  fois  MM.  Bertrand  et  Neumann. 

Neumahn  (C).  — Note  sur  le  Mémoire  intitulé  :  «  Sur  la  loi 
élémentaire  des  forces  d'origine  électrodjnamique  ».    i  p.)    ')■ 

Nother  (M.).  —  Sur  une  proposition  de  la  théorie  des  fonc- 
tions algébriques,  (g  p.) 

Ce  travail  a  pour  but  de  combler  une  lacune  qui  se  rencontre 
dans  un  théorème  fréquemment  employé,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

«  Si  une  courbeypasse  par  tous  les  points  d'intersection  de  deux 
courbes  op  et  i|»,  son  équation  est  de  la  forme 

o=/=A©  -t-B'|, 

où  A  et  B  sont  des  fonctions  entières. 

Les  démonstrations  ordinaires  ne  supposent  pas  que  les  points 
communs  à  (f  et  à  '|  soient  des  points  multiples  de  l'une  ou  l'autre 
des  courbes.  Nous  ajouterons  qu'elles  négligent  même  le  cas  où  il  y 
aurait  des  points  confondus  en  un  seul. 

L'auteur  examine  comment  on  doit  entendre  et  démontrer  le 
théorème  dans  l'hypothèse  de  points  multiples  communs  aux  deux 
courbes. 

Ejvnepeu  (A.).  —  Sur  une  intégrale  définie.  (6  p.) 

K.OKKIME  (A.)  et  Zolotareff  (G.).  —  Sur  les  formes  quadra- 
tiques. (24  p.) 

Les  auteurs  traitent  de  la  théorie  arithmétique;  ils  admettent  des 


Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  91. 
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formes  à  coefficients  quelconques  de  déterminant  — D,  et  cher- 
chent les  différents  minima  qu'elles  peuvent  présenter  quand  ces 
coefficients  varient  d'une  manière  continue.  Ce  travail  est  l'exten- 
sion de  celui  que  les  auteurs  ont  publié  au  tome  V  de  ce  Journal. 

Clausius  (R-).  —  Sur  quelques  relations  entre  les  éléments  du 
mouvement  produit  par  les  forces  centrales .  {16  p.) 

L'auteur  se  propose  d'étendre  aux  mouvements  les  plus  généraux 
produits  par  les  centres  attractifs  les  propositions  qu'il  a  démon- 
trées antérieurement,  les  relations  entre  l'ergiel,  l'énergie  et  la 
force  vive  qu'il  a  fait  connaître  (t.  IV,  p.  23  1  de  ce  Journal)  pour  le 
cas  où  ces  mouvements  s'accomplissent  dans  des  courbes  fermées. 
Il  saisit  cette  occasion  pour  revenir  sur  les  propositions  qu'il  a 
données,  les  comparer  à  celles  de  M.  Lipschitz  ('),  et  indiquer  en 
quoi  ses  propositions  diffèrent  de  celles  qui  avaient  été  précédem- 
ment données. 

Pour  ce  qui  concerne  les  forces  centrales,  il  étend  les  équations 
qu'il  a  fait  connaître  au  cas  nouveau  qu'il  considère,  et  il  fait  en- 
suite l'application  des  formules  générales,  en  supposant  que  l'at- 
traction soit  proportionnelle  à  une  puissance  quelconque  de  la 
distance. 

Lipschitz  (IL).  —  Théorèmes  appartenant  au  domaine  com- 
mun de  la  Géométrie  et  de  la  Mécanique.  (20  p.) 

Applications  et  extension  des  belles  recherches  dont  l'auteur  a 
rendu  compte  à  nos  lecteurs' 2V.  Examen  du  cas  où  un  système  n'est 
soumis  à  l'action  d'aucune  force,  et  où  il  y  a  une  seule  équation  de 
liaison. 

Clebsch  (A.)  et  Gordan  (P.;-  —  Sur  les  formes  cubiques  ter- 
naires. (77  p.) 

La  théorie  des  formes  cubiques  ternaires  a  joué  un  rôle  impor- 
tant dans  le  développement  de  l'Algèbre  moderne.  M.  liesse,  par 
ses  études  sur  les  points  d'inflexion,  a  marqué  les  débuts  de  cette 
théorie.  M.  Aronhold  lui  a  consacré  un  travail  important  dans  le 
39' volume  du  Journal  de  Crelle.  M.  Cayley,  en  18.Ï6,  dans  son 
troisième  Mémoire  sur  les  Quantics,  a  encore  ajouté  aux  résultats 
déjà  obtenus. 


(')  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  .V|9,  la  Lettre  de  M.  Lipschitz. 
{')  Voir  Bulletin,  1.  IV,  p.  97,  1  /, j ,  212,  297. 
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Eiilin.  un  1 858,  dans  le  00e  volume  du  Journal  de  Crelle, 
M.  Aronhold  a  pris  les  formes  cubiques  ternaires  comme  exemple 
de  sa  méthode  symbolique  de  notation,  et  il  a  développé  toute  la 
théorie  dans  ce  travail,  devenu  classique. 

Depuis  M.  Gordan  a  obtenu  un  théorème  très-important  et 
montré  que,  dans  le  cas  actuel,  il  existe  vin  système  complet  de 
formes,  en  fonction  entière  desquelles  s'expriment  toutes  les  autres. 
Il  suffit,  pour  obtenir  ce  système  complet,  d'ajouter  aux  formes  de 
M.  Aronhold,  outre  celles  qui  ont  été  trouvées  par  MM.  Brioschi 
et  Hermite  ('),  seulement  cinq  formes  nouvelles.  Cela  résulte  du 
travail  actuel,  qui  a  surtout  pour  but  la  formation  d'un  système 
complet  d'invariants  qui  puisse  servir  de  base  aux  recherches 
ultérieures. 

La  première  Section  comprend  l'étude  des  formes  les  plus  simples . 
La  deuxième  comprend  celles  qu'on  peut  former  en  prenant  les  co- 
variants  d'une  fonction  linéaire  de  la  forme  et  de  son  covariant 
cubique.  La  troisième  comprend  l'étude  des  formes  sur  lesquelles 
MM.  Brioschi  et  Hermite  ont  appelé  l'attention,  et  que  les  auteurs 
appellent  des  combinants.  La  quatrième  Partie  traite  surtout  des 
formes  adjointes  de  la  théorie,  et  établit  ainsi  la  liaison  entre  les 
résultats  relatifs  aux  courbes  du  troisième  ordre  et  ceux  qui  sont 
relatifs  aux  courbes  de  la  troisième  classe. 

Sttjrm  'R.).  —  Le  problème  de  la  projeclivité  dans  l'espace. 

(38  p.; 

Voici  l'énoncé  du  problème  que  s'est  proposé  l'auteur  : 
«  Etant  donnés  dans  l'espace  deux  groupes  composés  du  même 
nombre  de  points,  qui  se  correspondent  deux  à  deux,  les  points 
correspondants  de  chaque  groupe  étant  désignés  par  le  même  in- 
dice, trouver  Jeux  droites  se  correspondant,  et  telles  que  les  plans 
passant  par  l'une  d'elles  et  les  points  du  premier  système  forment 
un  faisceau  projectif  (homographique  )  aux  plans  passant  par  l'autre 
et  les  points  correspondants  du  second  système.  » 

Pour  les  cas  où  le  nombre  des  points  ne  dépasse  pas  sept,  ce 
problème  a  été  traité  par  M.  Mûller.  M.  Sturm  le  résout  dans  tous 
les  cas. 

(  '  ]   Comptes  rendus  de  l'académie  des  Sciences,  1 863 .  —  Journal  de  Borchardt,  t.  63. 
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Klein  (F.).  —  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre.  (3i  p.) 
La  méthode  employée  par  l'auteur  pour  se  rendre  compte  des 
différentes  formes  de  ces  surfaces  est  très-ingénieuse.  Imaginons 
une  courbe  du  troisième  ordre  à  point  double  ;  par  une  légère  modi- 
fication dans  les  coefficients  de  son  équation,  on  la  transformera 
en  une  courbe  générale  très-voisine  de  la  courbe  à  point  double: 
on  peut  de  même  se  rendre  compte  des  formes  des  surfaces  du  troi- 
sième ordre  en  partant  de  celles  qui  ont  des  points  doubles,  et  en 
passant  de  là  aux  surfaces  infiniment  voisines,  qui  ont  un  nombre 
moindre  de  points  doubles  ou  qui  n'en  ont  plus. 

Cette  méthode  exige  une  étude  préalable,  mais  relativement 
simple,  des  surfaces  cubiques  à  point  double. 

Affolter  (Fr.-G.}.  — ■  Sur  la  construction  des  polygones  régu- 
liers due  à  v.  Staudt  et  à  Schroter.  (10  p.) 

Affolter  (Fr.-G.).  —  Construction  des  polygones  réguliers  de 
sept  et  de  treize  côtés.  (5  p.) 

Affolter   Fr.-G.).  —  Sur  le  problème  de  Malfatti.  (6  p.) 

Thomae  (J.).  —  Représentation,  au  moyen  de  fonctions  algé- 
briques, du  quotient  de  deux  fonctions  0,  dont  les  arguments 
diffèrent  du  tiers  des  modules  de  périodicité  totaux.  (10  p.) 

Stoll.  —  Sur  le  problème  d' Apollonius.  (20  p.) 

Il  s'agit  de  construire  un  cercle  touchant  trois  cercles  donnés. 

Igel  (B.).  —  Sur  les  courbes  planes  du  troisième  ordre  à  un 
point  double.  (10  p.) 


CASOPIS   PRO    PÈSTOVÀN'i   MATHEMATIKI    A    FTSIKV    (  '    . 

T.  II;  i8;3  (suite). 

Rrejci  (J.).  —   Principes  de  cristallographie  mathématique. 
(3  art.;  3i  p.) 

Suite  des  articles  publiés  dans  le  volume  précédent  (s). 

Strnad  (Al.).  —  Tliéorème  général  sur  les  fonctions .  (2  p.) 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  260. 
(s)  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  89. 
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Démonstration  courte  et  simple  du  théorème  que  M.  Moret-Blanc 
a  traité  avec  un  peu  plus  de  détails  clans  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques,  3e  série,  t.  XI,  1872,  p.  ^6ç). 

Zahradm'k  (K.).  —  Sur  les  formules  goniométritjues . 
Cette  Note  contient  une  petite  extension  des  règles  mnémoniques 
données  par  le  Dr  Brehm,  dans  les  Archives  de  Grunert. 

Blàzek  (G.).  —  Sur  les  équations  différentielles  des  surfaces 

enveloppes.   ((>  p. 

L  auteur  donne  une  luéthode  directe  et  rapide  pour  établir  les 
équations  d'où ,  par  l'élimination  des  paramètres  arbitraires  de 
la  surface  génératrice,  on  déduit  l'équation  différentielle  de  l'en- 
veloppe. 

Zahradm'k  K..).  —  Sur  les  symboles  de  la  Géométrie  analy- 
tique et  sur  leur  usage.  (2  art.;  22  p. 

Le  but  de  l'auteur  est  de  développer  le  plus  brièvement  et  le  plus 
clairement  possible  les  tbéorèmes  principaux  de  la  nouvelle  Géo- 
métrie d'après  la  symbolique  de  Plùcker.  Le  premier  article  est 
divisé  en  deux  Parties,  dont  l'une  traite  des  faisceaux  barmoniques 
et  involutoires,  et  l'autre  de  l'application  de  la  première  à  divers 
problèmes  connus.  Dans  quelques-unes  des  questions,  le  mode  de 
démonstration  présente  beaucoup  d'idées  nouvelles. 

Zahradm'k  (K.).  —  Sur  les  courbes  cissoïdales.  ;' 2  p.) 

Si,  pour  engendrer  une  cissoïde,  on  prend,  au  lieu  du  cercle  et  de 
sa  tangente,  une  conique  quelconque  et  une  de  ses  sécantes,  on  peut 
obtenir  de  cette  manière  une  courbe  quelconque  du  troisième  ordre 
et  de  la  quatrième  classe.  Le  mode  de  génération  de  ces  courbes 
étant  complètement  analogue  à  celui  de  la  cissoïde,  l'auteur  leur  a 
donné  le  nom  de  courbes  cissoïdales.  L'étude  de  cette  question  est 
faite  au  moyen  d'un  paramètre  uniforme  [eindeutis    . 

Strnad  (Fr.).  —  Quatre  théorèmes  sur  les  ellipses  et  les  ellip- 
soïdes. (5  p.) 

L  auteur  démontre  quatre  théorèmes  énoncés  par  M.  Siacci,  dans 
le  Giornale  di  Matematiche,  t.  Xi,  p.  121  ('). 

A\  fvk  (Em.).  —  Sur  le  cercle  des  neufs  points.  (1  p.] 


{')  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  m. 
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Sobicka    J.      —  Sur  la  construction  des  triangles  rationnels. 

Zenger  (K.-V.).  —  Sur  l'action  des  conducteurs  distribués 
symétriquement.  ,4  p-) 

Traduction  d'une  Lettre  de  l'auteur  à  la  Commission  des  para- 
tonnerres de  L'Académie  des  Sciences  de  Paris    '   . 

Seydler  (A.  .  —  Sur  le  magnétisme  terrestre.    iy  p. 

Ce  Mémoire  contient  une  revue  succincte  des  points  principaux 
de  la  théorie  du  magnéti  me  terrestre,  sans  prétendre  donner  aucun 
résultat  nouveau. 

Clbr  E.  .  —  Contribution  à  la  théorie  des  instruments  de  ré- 
flexion. (3  p. 

On  voit  que,  sur  un  miroir  de  verre,  le  rayon  de  lumière  a 
d'abord  à  subir  une  réfraction,  et  ensuite  une  réflexion.  Le  résultat 
de  ces  circonstances  est  que  les  rayons  issus  d'un  point  lumineux  et 
arrivant  sur  le  miroir  partent  de  celui-ci,  comme  s'ils  avaient  été 
simplement  réfléchis  par  une  surface  de  révolution,  ayant  pour  axe 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  lumineux  sur  le  miroir,  et  dont 
la  courbe  génératrice,  rapportée  à  la  section  du  miroir  comme  axe 
des  abscisses  et  à  la  perpendiculaire  comme  axe  des  ordonnées,  a 
pour  équation 


.      /d—n-r' 


e  étant  la  distance  du  point  lumineux  au  miroir,  d  l'épaisseur  du 
verre,  et  n  son  indice  de  réfraction. 

Dans  le  cas  des  rayons  parallèles,  celui  qui  se  présente  le  plus 
fréquemment,  la  surface  se  change  en  un  plan  parallèle  aux  faces 
planes  du  miroir,  et  dont  la  position  dépend  de  l'angle  d'incidence. 

D'après  cela,  dans  les  instruments  de  réflexion  à  miroir  tournant, 
comme  dans  le  sextant,  dans  les  prismes  croisés  de  Pistor  et  iYIartins, 
dans  la  règle  de  Fallon,  le  plan  réfléchissant  propre  est  toujours 
excentrique,  lors  même,  comme  cela  a  lieu  le  plus  souvent,  que 
l'axe  de  rotation  est  à  une  distance  de  la  surface  non  étamée  égale 
aux  deux  tiers  de  l'épaisseur  du  verre. 

Voir  Compter  rendus  de  l'Académie  des  Science',   t.  IAW.  n°   16,  p.  &C8. 
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La  ~Sote  démontre  maintenant  que  cette  excentricité  n'exerce  ab- 
solument aucune  influence  sur  l'exactitude  des  angles  mesurés. 

Strkao  (AL).  —  Sur  les  normales  à  une  certaine  espèce  de 
courbes.  (3  p.) 

L'auteur  traite  de  la  construction  des  normales  aux  courbes  en- 
gendrées au  moyen  d'une  longueur  constante  ou  d'un  angle  constant, 
et  s'appuie  dans  cette  recherche  sur  les  travaux  de  M.  Hermite 
(Cours  d' Anal,  se,  lrc  Partie),  et  de  M.  Sehlômilcli  (Zeitschrift  fur 
Maili.  u.  Phys.;  1871). 

Studnicka  (F.-J  ).  —  Sur  l'origine  commune  de  quelques  inté- 
grales définies.  (6p.) 

L'auteur  fait  voir  comment,  de  la  formule  de  Minding 


I 
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on  peut  déduire  une  multitude  d'intégrales  définies,  données  par 
Euler,  Cauchy,  Legendre  et  autres. 

AVeyii  (Em.).  —  Sur  les  développées  des  courbes  planes.  (4  p.) 
Cet  article  expose  les  singularités  connues  de  la  développée  d'une 
courbe  plane  du  «lenie  ordre  présentant  elle-même  différentes  sin- 
gularités. 

Studnicka  (F.-J.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  détermi- 
nants. (3  p.) 

L'auteur  démontre  qu'un  déterminant  s'évanouit  lorsque  les 
différences  de  deux  lignes  parallèles  sont  entre  elles  dans  un  rap- 
port constant,  ou  lorsque  les  lième>  différences  de  la  (/  -+-  i)iérac  ligne 
sont  dans  un  rapport  constant  avec  les  miimes  différences  de  la 
(ira  -+- 1  )iemc  ligne. 

—  Ce  volume  contient  en  outre  des  énoncés  de  problèmes  de 
Mathématiques  et  de  Physique  et  leurs  solutions. 

Il  donne,  de  plus,  un  Bulletin  bibliographique,  où  l'on  trouve, 
entre  autres,  une  liste  assez  complète  des  écrits  publiés  sur  le  Calcul 
des  probabilités  et  la  méthode  des  moindres  carrés. 
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T.  III;  1874. 

Weyr  (Ed.).  —  Sur  la  relation  de  deux  plans  en  vertu  de 
laquelle  ces  plans  peuvent  être  représentés  semblablemeni  dans 
leurs  parties  infiniment  petites  [relation  isogonale).  (24  p) 

Si  les  points  de  deux  plans  se  correspondent  suivant  une  loi 
quelconque,  les  figures  correspondantes  sont  collinéaires  dans  leurs 
parties  infiniment  petites.  En  partant  de  là,  l'auteur  trouve  géo- 
métriquement, avec  une  grande  facilité,  la  solution,  donnée  pour 
la  première  fois  par  Gauss,  du  problème  de  représenter  deux  sur- 
faces quelconques  l'une  sur  l'autre  semblablement  dans  leurs  par- 
ties infiniment  petites.  Vient  ensuite  la  réponse  à  cette  question  : 
«  Sous  quelles  conditions  est-il  possible  de  représenter  isogonalcment 
un  plan  sur  un  autre  plan,  de  manière  que,  à  une  série  de  courbes 
donnée  simplement  infinie,  corresponde  un  système  de  droites  pa- 
rallèles ?  »  On  trouve  que,  pour  cela,  la  série  de  courbes  donnée  doit 
être  un  système  de  lignes  isothermes  (de  Lamé).  11  en  résulte  en- 
core que  la  détermination  des  trajectoires  orthogonales  d'un  sys- 
tème isotliermique  de  courbes  peut  toujours  s'effectuer  au  moyen 
des  quadratures.  Toutes  ces  considérations  sont  éclaircies  par  de 
nombreux  exemples,  empruntés  la  plupart  aux  Leçons  sur  les 
coordo7inées  curvilignes  de  Lamé. 

Weyr  (Em.).  — Sur  les  courbes  planes  rationnelles  du  troi- 
sième ordre.  (3  art.,  i5-o,-6p.) 

L'auteur  a  réuni  dans  ce  Mémoire  les  résultats  obtenus  par  lui 
concernant  ces  courbes,  et  qui  se  trouvaient  dispersés  dans  plusieurs 
Recueils  scientifiques. 

Hervert  (J.).  — ■  Nouvel  électromètre  à  miroir.  (5  p.) 

Cet  article  traite  du  nouvel  électromètre  à  miroir  de  Tliomson, 
construit  dans  l'établissement  des  frères  Elliot,  à  Londres.  Le  mode 
d'action  de  l'instrument  est  expliqué  par  l'influence  des  plaques 
en  biseau,  et  l'on  constate  par  des  expériences  que  sa  sensibilité 
surpasse  de  beaucoup  celle  des  électromètres  de  Hankel,  de  K.0I1I- 
rausch,  etc.;  en  sorte  que  cet  électromètre  de  Tliomson  mérite  la 
préférence  sur  tous  les  autres  pour  l'étude  de  l'électricité  atmo- 
sphérique. 

Hejzlvr   (Fi\).   — -  Sur  les  premières   Tablas    logarithmiques. 

(12  p.) 
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Dans  cette  Notice  l'auteur  reproduit  l'opinion  généralement 
admise,  suivant  laquelle  Gellibrand  serait  l'auteur  des  Tables  de 
la  Trigonometria  Britannica.  Un  passage  de  la  Préface  de  Gelli- 
brand, cité  dans  le  Bulletin  ('),  établit  d'une  manière  péremptoire 
l'inexactitude  de  cette  assertion. 

Stidmcka  (F.-J.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  fractions 
continues.  (10  p.) 

L'auteur  commence  par  exprimer,  sous  forme  de  déterminants, 
les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  fractions  convergentes; 
il  développe  ensuite  les  règles  pour  la  détermination  des  valeurs 
de  ces  fractions  convergentes,  et  termine  par  une  nouvelle  solution 
du  problème  traité  par  Clausen  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  3, 
p.  85. 

Krejci  (J.).  —  Principes  de  cristallographie  mathématique. 
(3  art.,  8-3-9  P-) 

Suite  des  articles  sur  le  môme  sujet,  publiés  dans  les  deux  pre- 
miers volumes  de  ce  Journal. 

Cube  (Em.).  —  Sur  les  étalons  de  mesures.  (12  p.) 

Ce  travail  contient  d'abord  une  Introduction  sur  les  étalons  de 
mesures  en  général;  puis  il  donne  l'historique  succinct  des  plus  im- 
portants, tels  que  la  toise,  le  yard,  les  deux  étalons  prussiens  de 
1816  et  de  1 83g.  Vient  ensuite  l'histoire  du  système  métrique, 
précédée  de  considérations  sur  les  mesures  naturelles.  L'auteur 
s'occupe  particulièrement  des  mètres  en  verre  de  Steinheil,  dont 
l'un  doit  servir  de  base  au  système  des  mesures  autrichiennes.  On 
sait  que  le  système  métrique  deviendra  obligatoire  en  Autriche 
à  partir  du  Ier  janvier  1876. 

Z^HTiAniviK  (K-).  —  Sur  les  sj  mholes  de  la  Géométrie  analy- 
tique  et  sur  leur  emploi.  (3  art.,  5-i  1-8  p.) 

L'auteur  développe  les  formules  connues  de  la  Géométrie  ana- 
lytique en  coordonnées  de  lignes,  en  faisant  usage  de  la  notation 
abrégée  ou  symbolique. 

StudisickA  (F.-J.).  —  Contribution  à  l' arithmétique  politique. 
(11  p.) 

(')  Voir  t.  VII.  p.  120. 
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Cubr  (Em.-,.  —  Le  rayon  d'inertie  et  l'ellipse  centrale.  (5  p.) 
Le  moment  d'inertie  d'un  plan  par  rapport  à  un  axe  quelconque 
situé  dans  ce  plan  peut,  comme  on  sait,  par  analogie  avec  le  mo- 
ment statique,  s'exprimer  par  le  jjroduit  pr",  p  désignant  l'aire  de 
la  surface,  et  /•  une  certaine  longueur  appelée  rajon  d'inertie.  En 
écrivant  ce  produit  sous  la  forme 

Pl  +  ry  +  'l-ry, 

1  2 

ou  voit  que,  par  un  point  quelconque  d'une  droite  parallèle  à  l'axe 
et  à  la  distance  r  de  cet  axe,  il  existe  dans  l'autre  moitié  une  autre 
parallèle  à  la  même  distance,  et  que  les  deux  moitiés  peuvent  être 
regardées  comme  engendrées  par  l'ensemble  de  ces  parallèles. 

Si  maintenant  l'axe  d'inertie  passant  par  le  centre  de  gravité  de 
l'aire  tourne  autour  de  ce  centre,  à  chacune  de  ses  positions  cor- 
respondront des  parallèles  de  celte  nature,  et  l'on  fait  voir  analyti- 
quement  que  l'enveloppe  de  ces  parallèles  est  une  ellipse  ayant 
pour  centre  le  centre  de  gravité,  et  appelé  ellipse  centrale.  Cette 
ellipse  présente  ce  grand  avantage,  que  l'on  peut,  par  une  con- 
struction géométrique  très-simple,  obtenir  le  moment  d'inertie 
par  rapport  à  tout  axe  passant  par  le  centre  de  gravité. 

L'auteur  détermine  les  axes  pour  quelques  formes  simples  de 
l'aire. 

Solin  (J.).  — Principes del ' Aritlimo graphie .  (3  art.,  17-8-1 1  p.) 
Ce   Mémoire  contient    le    développement,   à   la  manière    ordi- 
naire, des  principes  fondamentaux  du  Calcul  graphique,  en  avant 
particulièrement  égard  à  l'état  actuel  des  connaissances   géomé- 
triques. 

Seydler  (  A.).  — ■  Sur  le  calcul  de  Neptune.  (8  p.) 
Exposition  populaire  delà  découverte  de  M.  Le  Verrier. 

Studnicka  (F.-J.)-  — ■  Le  pendule  cjcloïdal  et  le  pendule  cir- 
culaire. (5p.) 

Reproduction  d'un  article  publié  par  M.  Y.  Laudi  dans  le  Perio- 
dico  di  Scienze  malematiche  e  naturali  (').  (1 14  p.) 

(')  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  109. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  129 

PÂnek  (A.).  —  Sur  la  transcendante;  logarithmique.  (7  p.) 
L'auteur  traite  de  la  fonction   introduite  par  Spence  dans  son 
Essay  on   logarithmic  Transcendent  s,    et  il  en  déduit  quelques 
théorèmes  et  quelques-unes  des  intégrales  d'Euler  et  de  Legendre. 

Stuonicka  (F.-J.).  —  Sur  l'attraction.  (7  p.) 

Développement  clair  et  élémentaire  des  principes  connus  de  la 
théorie  de  l'attraction  des  niasses,  où  l'auteur  a  mêlé  des  indica- 
tions historiques. 

Hejzlar  (Fr.).  —  Mesures  barométriques  des  hauteurs,  (7  p.) 
Démonstration  simple  de  la  formule  connue  pour  la  mesure  des 
hauteurs  par  le  baromètre. 

Panek  (A.).  —  Démonstration  de  la  formule  des  miroirs.  (1  p.) 
Au  moyen  des  triangles  semblables,  l'auteur  établit  d'une  ma- 
nière très-simple  l'équation  fondamentale  de  la  eatoptrique. 

Cubr  (Em.).  —  Sur  les  mesures  de  la  Terre.  (32  p.) 

Le  Mémoire  se  compose  de  deux  Parties  :  l'une  historique,  l'au- 
tre théorique  et  pratique. 

La  première  Partie  contient  une  exposition,  par  ordre  chronolo- 
gique, de  toutes  les  mesures  du  degré  de  latitude,  depuis  celle 
d'Eratosthène  jusqu'à  la  grande  mesure  russo-scandinave,  dont  les 
données  sont  comparées  avec  les  résultats  des  calculs  de  Bessel.  A 
la  suite  vient  une  courte  Notice  sur  les  mesures  du  degré  de  lon- 
gitude. 

La  seconde  Partie  présente  d'abord  un  tableau  complet  des 
dimensions  de  la  Terre  calculées  d'après  les  mesures  de  degré, 
puis  un  exposé  des  principes  de  la  nouvelle  mesure  européenne  du 
degré. 

La  partie  proprement  théorique  traite,  dans  ses  trois  Chapitres  : 
i°  de  la  triangulation  en  général,  avec  une  Notice  historique  pré- 
liminaire; 2°  de  la  mesure  des  bases;  3°  de  la  mesure  des  angles, 
avec  un  résumé  de  l'histoire  des  instruments  servant  à  cette  me- 
sure. 

Les  matériaux  contenus  dans  cette  seconde  Partie  font  parti- 
culièrement ressortir  les  progrès  que  les  opérations  géodésiques 
ont  faits  sous  l'influence  des  travaux  exécutés  par  les  mesures  de 
degré. 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  ustron.,  t.  VIII.  (Mars  1875.)  Q 
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L'auteur  a  rédigé  son  Mémoire  en  puisant  le  plus  souvent  dans 
les  ouvrages  originaux  et  citant  avec  soin  les  sources. 

Blazer  (G.).  —  Deux  jormules  pour  le  volume  du  tétraèdre. 
(3  p.) 

Anonyme.  —  Mélanges  de  Mathématiques.  (3  p.) 
Formule  de  Trigonométrie.  Remarque  sur  les  équations  du  troi- 
sième et  du  quatrième  degré. 

—  Le  volume  contient  en  outre  des  questions  proposées  et  ré- 
solues et  un  Bulletin  bibliographique.  E.    W. 


ACTA  Universitatis  Luxdensis.  —  Lunds  Uniyersitets  Ars-skrift.  —  In-4°  ('). 

Année  1869;  t.  VI. 

Hill  (C.-J.).  —  Sur  une  formule  générale  de  développement 
et  sur  les  intégrales  définies  (suite).  (36  p.;  fr.) 

Continuation  du  Mémoire  publié  dans  le  volume  précédent. 
Les  notations  particulières  à  l'auteur  rendent  la  lecture  de  ce  tra- 
vail assez  difficile  pour  les  personnes  qui  ne   sont  pas   familières 
avec  les  Ouvrages  de  M.  Hill. 

Bacrlund  (A.-V.). —  Quelques  théorèmes  sur  les  normales  aux 
courbes  planes  algébriques.  (38  p.;  suéd.) 
Ce  Mémoire  se  divise  en  trois  Chapitres  : 

I.  Théorèmes  généraux  sur  les  courbes  algébriques  d'un  même 
réseau  ou  d'une  série  d'indices  déterminés. 

II.  Sur  les  développées  des  courbes  algébriques. 

III.  Sur  les  rayons  de  courbure  des  courbes  algébriques. 
Voici  quelques-uns  des  théorèmes  démontrés  par  l'auteur  : 

«  Le  lieu  des  points  dont  les  courbes  correspondantes  dans 
un  réseau  donné  C„  coupent  une  courbe  donnée  C„,  orthogonale- 
ment  en  quelque  point  est  une  courbe  d'ordre  m  (m -h  in — 2)  et 
de  classe  m(3m  -+-  4"  —  7)  J  elle  a  Zm[im  -+-  in  —  5)  points  d'in- 

(')   Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  l\. 
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flexion  ;  elle  n'a  pas  de  points  Je   rebroussement  ,    mais  elle   a 
-  nr  (ni  -+-  in)  (ni  -h  an  — -4)  —  -^m(in  — 3)  points  doubles.    ;> 

Théorèmes  analogues  pour  le  lieu  des  points  dont  les  courbes 
correspondantes  dans  le  réseau  C„  touchent  C,„. 

«  La  développée  d'une  courbe  C„,  d'ordre  ni,  sans  points  doubles 
ni  cuspidaux,  est  de  la  classe  m2,  de  l'ordre  3m(m — -i);  elle  n'a 
pas  de  tangentes  d'inflexion;  elle  a  une  droite  à  l'infini  comme 
tangente  de  rebroussement  commune  à  ni  points  cuspidaux.   Elle 

possède  en  outre  -  m2  (nr — -5)-!-  un  tangentes  doubles,  2//i(3m — 5) 

3 
points   cuspidaux   et  -  ni(nr —  i)  (///  —  a)  —  2./n(m — -3)  points 

doubles. 

»  Sur  une  courbe  donnée  d'ordre  ;»,  sans  points  doubles  ni  cus- 
pidaux, il  y  a  au  plus  ni  (ni —  i)  (3m  — 4)  points  qui  puissent  être 
les  centres  de  cercles  oscillant  la  courbe. 

»  Sur  une  courbe  d'ordre  m,  sans  points  doubles  ni  cuspidaux,  il  y 

3 

a,  en  général,  -  m  (nr  — i)  (ni —  i  )  couples  de  points,  tels  que  les 

deux  points  d'un  même  couple  ont  leurs  normales  de  même  direc- 
tion et  leurs  rayons  de  courbure  égaux. 

»  La  courbe  C,„  (m  ^>  i  )  a  en  général  six  groupes  de  tangentes  pa- 
rallèles, tels  que  les  rayons  de  courbures  p,,  p3,...  aux  points  de 
contact  des  tangentes  d'un  même  groupe  satisfont,  en  ayant  égard 
aux  signes  de  ces  rayons,  à  l'égalité 


?<?2  P,PS  P-'  p3  plP»  p„,--_„,_,p„,=-„, 

»  Elle  a,  en  général,  trois  groupes  de  tangentes  parallèles,  pour 
chacun  desquels  on  a 


»  Le  rapport  entre  les  rayons  de  courbure  en  deux  points  corres- 
pondants de  deux  courbes  homologues,  divisé  par  le  rapport  des 
cubes  des  segments  compris,  sur  les  tangentes  en  ces  points,  entre 
les  points  eux-mêmes  et  l'intersection  des  tangentes ,  est  con- 
stant, etc.,  etc.  » 

9- 
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Zeipel  [\  .  vom).  — -  Sur  les  coefficients  monomiaux  el  les  coef- 
ficients de  facultés.  (5yp.;  suéd.) 

L'auteur  étudie  les  propriétés  des  nombres  f/r;„  déterminés  par  la 
relation  générale 

r «,_,,„-!-  (r-t-  n)  ft,,„=  (ix  -+-  i)r,n, 

et  auxquels  il  donne  le  nom  de  coefficients  monomiaux.  Il  établit, 
par  exemple,  que  tout  coefficient  monomial  pr>„  est  divisible  par 
i.  a.3...  r.  11  passe  ensuite  aux  propriétés  des  coefficients  de 
facultés  f*  p,r)  5  qu'il  exprime  au  moyen  des  coefficients  mono- 
miaux. 

Môllek  Axel".  —  Observations  de  planètes  et  de  comètes, 
faites  en  1869,  à  l  Observatoire  de  Liuid.  [100  p.;  suéd.) 

Année  1870;  t.  VII. 

Brchns  (C). — Détermination  de  la  différence   de  longitude 
entre  Berlin  et  Lund,   exécutée,   au  moi  en  du  procédé  télégra- 
phique,   par   le   Bureau   central  de    la   mesure    européenne  du 
degré   et   par   l'Observatoire    de  Lund,     dans    l'année    1868. 
5i  p.;  ail.) 

Môller  (Axel).  —  Observations  de  planètes  et  de  comètes, 
faites  en  1870,  à  l'Observatoire  de  Lund.  (j4  P-5  suéd.) 

Axdersox  (Fr.).  — ■Détermination  de  l'orbite  de  la  planète  (92^ 
Ondine ,  jondée  sur  les  observations  de  trois  apparitions. 
(a3  p.;  suéd.) 

Gora^ssox  ^B.).  —  Sur  la  capacité  réelle  des  corps  pour  la 
chaleur.  (22  p.;  suéd.) 

L'auteur  combat  cette  proposition  de  Clausius  :  «  que  la  quantité 
de  cbaleur  réellement  existante  dans  un  corps  dépend  uniquement 
de  la  température  du  corps,  et  non  de  l'arrangement  de  ses 
parties.  » 

Année  1S71  :  t.  VIII. 

Moller  (Ax.).  —  Observations  de  planètes  et  de  comètes, 
faites  en  1871,  à  l'Observatoire  de  Lund.   (207  p.;  suéd. 
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Hill  (C.-J.).   —  Sur  la  règle  de  Fourier,  pour  les  racines 

réelles.  (8p.;  suéd.) 

Après  avoir  résumé  la  découverte  de  Fourier,  l'auteur  indique 

sur  un  exemple  la  disposition  qu'il  donne  aux  calculs. 

Zeipel  (V.  voiv).  —  Sur  les  déterminants  dont  les  éléments 
sont  des  coefficients  binomiaux,  multipliés  par  certains  facteurs. 
(36  p.;  suéd.) 

\ .  Sur  les  déterminants  dont  les  éléments  sont  des  coefficients 
binomiaux  consécutifs,  multipliés  par  des  facteurs  consécutifs  dans 
chaque  colonne.  —  2.   Sur  les  déterminants  de  la  forme 

|mi,(«  +  i),(/)  +  2)(m  +  ]) ,(g  +  /r)(m+/r)(- ,(M+i')(m+r)r_,|. 

3.  Sur  les  déterminants  de  la  forme 

|  mk,(n+i)(m+i)d,(p-ï-i) (m+2)j+i, . .  .,(«+/■)(«+/')„+.._,  |. 

4.  Le  déterminant 

|  i,(g +i)ll(jn  +  i)(r  +  a)(m  +  2)1,  (s+3)(m-f-3)„.. .   | 
est  égal  au  produit  (//-hm  -+- 1)  (r-hm-±-  i)  (s-hiti-hS) .... 

Backlund  (A.-V.).  —  Sur  les  courbes  géométrie/ ues  à  double 
courbure.  (5o  p.;  suéd.) 

1.  Sur  les  points  d'intersection  des  surfaces  avec  les  courbes.  — 
2.  Sur  la  dernière  polaire  d'une  courbe  géométrique  par  rapport  à 
une  surface  donnée.  —  3.  Sur  les  surfaces  d'un  système  linéaire, 
qui  coupent  orthogoiialement  une  courbe  donnée. —  4.  Sur  les  nor- 
males et  les  plans  normaux  des  courbes  géométriques.  — 5.  Quel- 
ques théorèmes  sur  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  des 
courbes  géométriques. 

Wijkandek  (A.).  —  Calcul  de  l'orbite  de  la  planète  @  Lomia. 
(i6p.) 

Année  1872;  t.  IX. 

Moller  (  Ax.).  —  Observations  de  planètes  et  de  comètes,  faites 
en  1872,  à  V Observatoire  de  Lund.  (60  p.;  suéd.) 
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Andersson  (Fr.).- — Détermination  de  l  orbite  de  la  planète  (se) 
Sémélé.  (19  p.;  suéd.) 

B\cKLUj\n  (A.-V.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  complexes 
de  sphères.  (24  p.;  suéd.) 

Dans  un  Mémoire  «  Sur  les  complexes,  en  particulier  sur  les 
complexes  de  lignes  et  de  sphères,  avec  application  à  la  théorie 
des  équations  aux  dérivées  partielles  »  ('),  Lie  a  montré  com- 
ment tout  complexe  de  sphères  sert  de  hase  à  une  équation  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre,  équation  dont  les  intégrales  ont 
les  sphères  du  complexe  pour  sphères  principales  (~)  de  l'une  des 
espèces,  et  dont  les  caractéristiques  (dans  le  sens  donné  par  Monge 
à  ce  mot)  sont  par  conséquent  tics  lignes  de  courhure  des  surfaces 
intégrales.  Cette  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
s'appelle,  pour  ahréger,  Y éq nation  différentielle  du  complexe,  et 
ses  intégrales  les  intégra/es  du  complexe.  11  y  a  deux  prohlèmes 
sur  les  complexes  de  sphères,  concernant  surtout  leurs  équations 
différentielles,  et  que  l'auteur  se  propose  de  traiter. 

Le  premier  prohlèmepeutsef'ormulercommeilsuit  :  «Déterminer 
tous  les  complexes  de  sphères  qui  ont  avec  un  complexe  de  sphères 
donné  co1  intégrales  communes.  »  La  solution  de  ce  problème  est 
exposée  dans  le  paragraphe  IL  II  comprend  comme  cas  particulier 
ce  problème  connu  :  Déterminer  une  surface  qui,  jointe  avec  une 
première  surface  donnée,  forme  le  lieu  des  centres  de  courbure 
d'une  surface,  et  la  solution  du  premier  problème  est  en  partie 
analogue  à  celle  du  second,  de  sorte  que  le  premier  peut  être 
considéré  comme  le  problème  correspondant  au  second  dans  une 
variété  h  quatre  dimensions.  Ce  second  problème  est  traité  dans  le 
paragraphe  I,  qui  peut  être,  par  suite,  regardé  comme  une  intro- 
duction au  second. 

L'autre  problème  sur  les  complexes  de  sphères,  dont  l'auteur 
s'est  occupé,  a  pour  objet  la  détermination  de  complexes  de  sphère 
ayant  entre  eux  une  série  d'intégrales  communes,  qui  puisse  être 
une  série  d'un  système  orthogonal  triplement  infini.  Dans  le  para- 


(')  Mathcmatische  Annalen,  t.  V. —  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  81. 
(.'  )  On  entend  par  sphère  principale  d'une  surface  une  sphère  ayant  avec  la  surface 
un  contact  stationnaire. 
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graphe  III  sont  établies  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
dans  le  cas  de  deux  complexes  de  sphères.  Comme  conséquence 
simple  de  ces  conditions,  l'auteur  termine  en  établissant  un 
théorème  sur  les  complexes  de  sphères  confocaux  du  second  degré, 
théorème  qui  peut  présenter  quelque  intérêt,  en  ce  qu'il  s'applique 
précisément  aux  variétés  qui,  d'après  les  recherches  de  Klein  et  de 
Lie,  jouent,  dans  la  géométrie  d'un  espace  avant  la  sphère  comme 
élément,  le  même  rôle  que  les  surfaces  confocales  du  second  degré 
jouent  dans  la  géométrie  ordinaire  de  l'espace  qui  a  pour  élément 
le  point. 

Outre  le  travail  de  Lie,  cité  plus  liaut,  l'auteur  suppose  connus 
les  Mémoires  de  Klein  «  Sur  la  théorie  des  complexes  de  lignes  du 
premier  et  du  second  degré  (')  »,  et  «  Sur  certaines  équations  diffé- 
rentielles qui  se  rencontrent  dans  la  géométrie  des  lignes  »  (!). 

Mac  Berlin. —  Sur  les  coordonnées  complexes  dans  la  Géomé- 
trie plane.  (45  p.,  suéd.' 

«  Le  sujet  de  ce  Mémoire  a  déjà  été  traité  par  deux  géomètres 
norvégiens,  MM.  C.-A.  Bjerknes  8  et  S.  Lie(*).  Les  points  de 
vue  auxquels  se  sont  placés  ces  deux  auteurs  sont  cependant  très- 
différents.  Le  premier  considère  les  coordonnées 

X  =  x  +  x,  i,     n  =  y  -+-  y,  i 

comme  déterminant  un  point  dans  le  plan,  savoir,  le  même  point 
qui  représente  la  quantité  complexe 

X  -+-  v}  i    ou    x  —  Xi+ï(xi~^~T)f 

c'est-à-dire  celui  dont  les  coordonnées  réelles  sont 

x  —y,     et     x,-hjr. 

Le  second,  au  contraire,  considère  les  mêmes  coordonnées  com- 
plexes (désignées  par  d'autres  notations,  naturellement  équiva- 
lentes) comme  déterminant  le  point  dans  l'espace,  dont  les  trois 


(')  ilathematische  Annalen,  t.  II.  Voir  Bulletin,  t.  Il,  p.  179. 
(')  Mathematisehe  Annalen,  t.  V.—  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  83. 
(*)  Veber  die  geomelrisehe  Repràsentalion  der   Gleichungen   zwischen  zwei  -veràn- 
derliehen,  reellen  oder  complexen  Grossen.  Christiania,   l8jg. 

(')  Rcpràsentation  der  Imaginàren  der  Plangeometrie.  Christiania,  1869. 
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coordonnées  sont 

x,  x,,  y, 

ce  point  étant  affecté  d'une  certaine  qualité  (poids,  Gewiclit) jrli 
qui  est  ainsi  traitée  comme  une  quatrième  coordonnée. 

Ce  second  système  ne  semble  pas  à  l'auteur  aussi  simple  ni  aussi 
naturel  que  le  premier,  qui,  partant  de  ce  qu'un  point  dont  les 
coordonnées  sont  x  et  y  représente  la  quantité  complexe  a;-r-yi, 
n'a  besoin,  pour  définir  les  coordonnées  complexes,  que  de  généra- 
liser la  même  propriété.  Cette  idée  a  été  pour  lui  la  base  des  re- 
cbercbes  qu'il  expose  dans  son  travail. 

»  Tl  est  toutefois  une  certaine  question  que  l'auteur  n'a  pas  cru 
devoir  traiter  tout  à  fait  comme  M.  Bjerknes.  C'est  la  question  de 
la  signification  géométrique  que  l'on  doit  attribuer  à  une  équation 
entre  deux  quantités  variables,  lorsque  celles-ci  ne  sont  pas  assu- 
jetties à  être  réelles,  mais  peuvent  aussi  devenir  complexes.  On  a 
depuis  longtemps  l'idée  des  coordonnées  restreintes  au  système 
des  grandeurs  réelles,  et  dès  lors  l'équation  est  représentée  géomé- 
triquement par  une  courbe  ;  mais,  quand  les  coordonnées  sont  sup- 
posées complexes,  il  peut  généralement  se  faire,  comme  l'auteur 
l'établit  dans  son  Chapitre  II,  que  tout  point  du  plan  puisse  être 
considéré  comme  appartenant  à  l'équation,  puisque  ses  coordon- 
nées, convenablement  traitées,  peuvent  satisfaire  à  cette  équation. 
M.  Bjerknes,  aGn  de  pouvoir  encore  conserver  l'ancienne  signifi- 
cation d'une  équation,  a  introduit  cette  condition  plus  générale, 
que  la  variable  indépendante  soit  assujettie  à  rester  sur  une  certaine 
courbe  donnée,  la  courbe  des  abscisses.  Si  l'on  parvient  de  cette 
manière  à  ce  que  l'équation  soit  représentée  par  une  certaine 
courbe,  il  est  évident  que  cette  courbe  n'est  pas  déterminée  unique- 
ment par  son  équation,  mais  qu'il  faut  à  celle-ci  joindre  la  courbe 
des  abscisses.  L'équation  proposée  peut,  en  effet,  être  représentée 
par  n'importe  quelle  courbe,  pourvu  que  l'on  ait  choisi  convena- 
blement la  courbe  des  abscisses. 

»  L'auteur  laisse  complètement  de  côté  cette  condition  étrangère, 
et  pour  lui  une  équation  quelconque  embrasse  tout  le  plan  :  il  est 
clair  dès  lors  que  l'on  ne  peut  considérer  comme  points  communs 
à  deux  équations  (correspondant  aux  points  d'intersection  de  deux 
courbes,  lorsque  les  coordonnées  sont  réelles'   que  les  points  ap- 
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pelés  points  d'intersection  principaux,  c'est-à-dire  ceux  dont  les 
coordonnées,  traitées  de  la  même  manière,  satisfont  aux  deux 
équations.  » 

Le  Mémoire  se  divise  en  trois  Chapitres  :  I.  Le  point  considéré 
comme  fonction  de  ses  coordonnées.  —  IL  Equations  entre  deux  va- 
riables réelles  ou  complexes;  points  d'intersection  complexes. — 
III.  Contact  des  points  d'intersection  complexes. 

KnoK  (J.-M.).  —  Systèmes  réciproques  plans.  (28  p.;  suéd.) 
Le  premier  Chapitre  de  ce  Mémoire  contient  des  propositions 
déjà  connues,  que  l'auteur  a  rassemblées  pour  servir  d'introduction 
au  second  Chapitre,  où  il  s'est  occupé  de  déterminer  dans  certains 
cas  la  loi  de  réciprocité  de  propriétés  connues  dans  les  ligures  réci- 
proques, et  en  particulier  de  déterminer  la  condition  pour  que 
deux  sections  coniques  soient  des  figures  réciproques  l'une  de 
l'autre.  Il  ne  croit  pas  que  cette  question  ait  encore  été  traitée. 

Tidblom  (A.-\  .).  —  Recherches  ihermo- électriques.  (26  p., 
1  pi. 5  suéd.) 


TIDSSKRIFT  for  Mathematik,  udgivet  af  H.-G.  Zeutiiex.  —  Tredie  Rœkke. 
In-8"  ('). 

T.  IV;  1874. 

Lohenz  (L.).  —  Deux  propositions  de  la  théorie  de  la  cohésion 
des  liquides.  (2  p.) 

Soient  p  et  p'  les  rayons  de  courbure  en  un  point  d'une  surface 
fermée;  a,  (3,  y  les  angles  que  fait  la  partie  extérieure  de  la  nor- 
male avec  les  axes  rectangulaires  des  coordonnées;  da  l'élément 
de  surface.  On  a 


!■ 


/■ 


(h[  -    -  —  1  cosy 


ioy-  -+-  —  )  (arcosy  —  z  cosa)  =  o, 


les  intégrales  étant  étendues  à  la  surface  entière. 


(  '  )  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  29. 
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Bouch  (S.-C).  —  Le  régulateur  centrifuge  de  Watt.  (6  p.) 

Jiel  (C).  —  Sur  les  courbes  podaires  (fin).  (6  p.) 
Dans  ce  Mémoire,  dont  le  commencement  a  paru  dans  le  volume 
précédent  ('),  l'auteur  démontre,  d'une  manière  très-simple  et 
très-élémentaire,  les  propositions  les  plus  importantes  sur  les 
courbes  podaires,  et  indique  la  détermination  des  points  singuliers 
et  des  tangentes  singulières,  du  centre  de  courbure  en  un  point 
quelconque,  etc.  Il  fait  des  applications  aux  sections  coniques  et  à 
la  conchoïde  circulaire. 

Zeuthek  (H.-G.).  —  Addition  à  l'article  «  Sur  la  forme  des 
courbes  du  quatrième  ordre  »  (s).  (4  p.) 

L'auteur  a  traité  le  même  sujet  avec  détail,  dans  les  Mathema- 
tisclie  Annalen,  t.  ^  II,  p.  4io. 

LoïiENz  (L.).  —  Sur  la  réduction  du  facteur  d' Euler  (3).  (6  p.) 

Pullich.  —  Note  sur  la  théorie  des  équations  différentielles 
homogènes  du  premier  ordre.  (5  p.) 

L'auteur  fait  plusieurs  applications  de  cette  circonstance,  que 
ces  équations,  ainsi  que  celles  qui  peuvent  s'y  ramener  par  une 
substitution  linéaire,  représentent  des  courbes  liomotbétiques. 

Steen  (A.).  — ■  Sur  la  nature  du  nombre  e.  (9  p.) 

L'auteur  se  pose  ce  problème,  d'exposer  avec  toute  la  généralité 

possible  le   Mémoire   d'Hermite  sur  ce  sujet  [Comptes   rendus. 

t.  LXXVII)  (4). 

Zeuthem  (H. -G.).  —  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre.  (9  p.) 
Courte  exposition  des  principales  propriétés  connues. 

Tychsen  (C).  —  Sur  l'application  du  Calcul  des  probabilités 
à  la  résolution  des  problèmes  de  Géométrie.  (18  p.) 

L'auteur  rassemble  et  développe  les  résultats  les  plus  importants 
auxquels  sont  arrivés,  dans  ces  derniers  temps,  les  géomètres  an- 
glais, particulièrement  M.  Crofton,  sur  la  question  indiquée  dans 
le  titre. 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  33. 

{-)   Tidssiri/t,  t.  III,  p.  97.  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  3>. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  33. 

{' )  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  77  et  78. 
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Petersen  (J-).  —  Elimination  entre  deux  équations.  (4  P-) 
Simplification  de  la  méthode  d'élimination  de  Labatie. 

Ïhiele  (T.-N.).  —  Remarques  relatives  à  la  construction  d  une 
carte  météorologique.  (7  p.) 

L'auteur  propose  d'admettre  l'hypothèse  suivante  sur  la  fonction 
qui  représente  là  pression  atmosphérique  au  lieu  d'observation 
(x,  }'),  comme  base  de  l'interpolation  entre  quatre  observations  : 

11  —  a  +  bx  -+-  cj-  -~  d{  x-  -h  r2). 

Par  ce  moyen,  on  construit  les  points  des  lignes  isobariques  aussi 
facilement  que  par  l'interpolation  linéaire,  en  même  temps  que 
l'exactitude  devient  plus  grande,  surtout  dans  le  voisinage  des 
maxima  et  des  minima  de  u. 

Petersek  (J.).  —  Sur  la  résolution  des  problèmes  par  le  compas 
et  la  règle.  (7  p.) 

L'auteur  recherche  dans  quel  cas  les  points  d'intersection  d  une 
courbe  avec  toutes  les  droites  d'un  faisceau  peuvent  s'obtenir  avec 
le  compas  et  la  règle.  Si  la  courbe  est  du  quatrième  ordre,  le  centre 
du  faisceau  peut  être  ou  un  point  double,  ou  un  point  d'intersec- 
tion, de  deux  tangentes  doubles,  la  courbe  ayant  deux  points  doubles, 
ou  encore  un  point  d'intersection  de  quatre  tangentes  doubles.  Ce 
sont  là  les  seuls  cas  possibles. 

Steek  f  A.).  —  Sur  l'équation  différentielle  linéaire  binôme  ('). 

(■4P-) 

Zeutheî*  (H. -G.).  —  Déduction  des  formules  de  Pliicker  et  du 
nombre  pliichérien  de  la  développée.  (6  p.) 

L'auteur  fait  usage  en  partie  des  mouvements  inflniment  petits. 
en  partie  du  théorème  sur  le  genre  des  courbes. 

Dahl  (C).  —  Lue  solution  de  l'équation  cubique.  (2  p.) 

Anonyme.  —  Fonction  sans  dérivée  (4  p) 

I  h  \\r  '  J.-P.).  —  Sur  les  angles  solides  dans  un  polyèdre.  (2  p.) 

Dans  tout  polyèdre,   la  différence  entre  la  somme  de  tous  les 

angles  dièdres  et  la  somme  de  tous  les  angles  solides  est  égale  à  la 

(')  Voir  ci-après,  p.  iji. 
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portion  de  l'espace  située  de  l'un  des  côtés  d'un  plan  quelconque, 
multipliée  par  la  différence  entre  le  nombre  des  arêtes  et  celui  des 
sommets. 

Gram  (J.-P.).  —  Démonstration  d'un  théorème  de  Stéréo- 
tomie, (i  p.) 

BraiG  (F.).  —  Calcul  de  l'aire  d'une  surjace  courbe  en  coor- 
données polaires,  (i  p.) 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Remarques  sur  les  démonstrations  du 
théorème  fondamental  sur  l'élimination  entre  deux  équations 
algébriques.  (6  p.) 

Quand  on  emploie  la  méthode  dialytique  de  Sylvester  pour  re- 
présenter la  résultante  de  deux  équations  données  sous  forme  de 
déterminant,  il  faut  une  démonstration  particulière  pour  établir 
que,  en  égalant  ce  déterminant  à  zéro,  on  a  exprimé  aussi  la  con- 
dition suffisante  pour  que  les  équations  données  aient  une  racine 
commune.  La  méthode  d'Euler,  au  contraire,  démontre  avec  la 
même  facilité  la  nécessité  et  la  suffisance  de  cette  condition. 


PUBLICATIONS   DANOISES. 

Hansen  (P.-C.-V.).  —  Théorème  sur  le  facteur  d'Euler,  cor- 

dr 

respondanl  à  l'équation  différentielle  M  -f-  N  —  =  o,  où  M  et  N 

sont  des  fonctions  algébriques  de  x  et  de  y.  [^Kgl.  danske  Viden- 
skabernes  Selskabs  Skrifter.  Naturvidenskabelig-mathematisk  Afde- 
ling,  5te  Rœkke,  10.  Bd.  (').  —  28  p.  in-4°).] 

Lorenz  (L.).  —  Sur  la  réduction  du  facteur  d'Euler.  (Tids- 
skrift  for  Mathematik,  3.  Rœkke,  4.  Bd.  —  6  p.  in-8°.  ) 

Hansen  (P.-C.-V.).  ■ — •  Théorèmes  sur  les  intégrales  des  diffé- 
rentielles explicites  et  des  équations  différentielles.  (Doktorats- 
ïhese.  kjobenhavn,  1874.  —  60  p.  in-4".) 


(')  Chaque  Mémoire  de  cette  collection  se  vend  séparément. 


MATHEMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  iji 

Steejv  (A.  ).  —  Sur  la  forme  de  l'intégrale  de  l'équation  diffé- 
rentielle du  .second  ordre.  (Kgl.  dansKc  Videnskabemes  Selskabs 
Oversigter,  i8j4-  —  12  p.  in-8°.) 

Steen  (A.).  —  Sur  l'équation  différentielle  binôme  linéaire. 
(Tidsskrift  for  Mathematik.  3.  Rœkke,  4.  Bd.  —  14  p.  in-8°.) 

Dans  le  premier  de  ces  cinq  Mémoires,  tiré  en  partie  de  la  théo- 
rie de  la  classification  des  fonctions,  de  M.  Liouville,  M.  Hansen 
démontre  le  théorème  suivant  : 

«  Si  l'équation  différentielle  —  =  P,  où  P  est  une  fonction  algé- 
brique de  x  et  de  y,  a  un  facteur  d'intégration  exprimable  au 
moyen  des  fonctions  élémentaires  (c'est-à-dire  ne  renfermant  pas 
d'autre  signe  de  fonction  transcendante  que  ceux  des  fonctions 
exponentielles  et  logarithmiques),  ce  facteur  devra  être  de  la  forme 

(f  =  ei-,i»,+r,i»i+...+<mi„m-t-..j 

»,,  ;*,,.  .  .,  <(,„,  v  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  x,  r,  P, 
et  Ci,  c2,.  .  . ,  c,„  des  constantes.  » 

Ce  théorème  a  reçu,  depuis,  de  M.  Lorenz  une  extension  con- 
sistant en  ce  que,  lorsque  le  facteur  d'Euler,  correspondant  à 
l'équation  en  question,  peut  s'exprimer  au  moyen  d'intégrales  de 
différentielles  algébriques  et  des  fonctions  inverses  de  ces  inté- 
grales, il  est  alors  réductible  à  la  forme  normale  suivante  : 

e++//(«)<«»+//(«f)ife'+...) 

(i,  «,  a', .  .  .  étant  des  fonctions  algébriques  de  x,  j~,   et  /,,/',.  .  . 
désignant  des  fonctions  algébriques. 

Dans  sa  thèse  doctorale,  M.  Hansen  a  :  i°  recherché  quelles  sont 
les  intégrales  des  formes 


(R  étant  une  fonction  rationnelle  de  z),  qu'il  est  impossible  d'ex- 
primer au  moyen  des  fonctions  élémentaires  et  d'autres  fonctions 
plus  simples  de  même  espèce 5  20  il  a  démontré  que  sinamu  en,  gé- 
néral, ne  peut  pas  s'exprimer  au  moyen  des  fonctions  élémentaires; 
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3°  il  a  recherché  dans  quel  cas  l'équation  différentielle 
d"  ii 

In  étant  un  nombre  pair,  et  P  une  fonction  entière  et  rationnelle 
de  z)  peut  avoir  des  intégrales  particulières  exprimables  au  moyen 
des  fonctions  élémentaires  de  z  sous  forme  finie  ;  4°  il  a  établi  que 
l'équation  différentielle 

,  ,        d-u        ,  ;       du  .    i     \ 

</-■  dz 

n'a  pas  d'intégrale  particulière  qui  soit  une  fonction  élémentaire 
de  z. 

La  troisième  des  questions  traitées  dans  la  thèse  dont  nous  ve- 
nons de  parler  a  été  reprise  dans  le  dernier  des  cinq  Mémoires 
dont  nous  nous  occupons  par  M.  Steen,  qui  y  a  fait  des  rectifica- 
tions, et  l'a  étendue  en  considérant  aussi  le  cas  des  équations  d'ordre 
impair.  Le  résultat  principal  de  ses  recherches  est  contenu  dans  le 
théorème  suivant  : 

«  Toute  équation  différentielle  linéaire  binôme  d'ordre  n  et  de 

la  forme 

d-u 

-, Pu  =  0, 

dx" 

où  P  est  une  fonction  algébrique  entière  et  rationnelle  de  x,  n  ad- 
met aucune  intégrale  particulière  exprimable  au  moyen  des  fonc- 
tions élémentaires,  lorsque  cette  intégrale  n'est  pas  de  la  forme 


/  étant  une  fonction  algébrique  de  X.  » 

Dans  le  premier  des  deux  Mémoires  cités  de  M.  Steen,  l'auteur 
étudie  la  forme  de  l'intégrale  de  l'équation 

rf'H 

—, Xu  =  o, 

dx' 

X  étant  une  fonction  quelconque  de  x.  Il  démontre  que  cette  inté- 
grale peut  s'écrire  ainsi  ■ 


w  —  r\AeJ  '-    Be  -''*•), 
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/•  étant  déterminé  comme  intégrale  particulière  de  l'équation 

</:r       „  i 

—. Xr  H =  o. 

dx1  i3 

Cette  dernière  équation  peut  se  changer  en  équation  différentielle 
linéaire  du  troisième  ordre  avec  /•*  pour  variable  indépendante. 

En  changeant  X  en  X  -f-  -5 >  on  obtient  un  moven  pour  déduire. 

des  équations  différentielles  binomiales  et  linéaires  du  second 
ordre  que  l'on  sait  intégrer,  quelques  nouvelles  équations  inté- 
grables. 


BULLETIN  de  l'Académie  Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg  ('  ). 

T.  XIX;  i8;3-i8;4- 

Wild  (H.).  —  Détermination  des  coefficients  de  la  chaleur  poul- 
ies aimants  d'acier.  (3o  col.,  ail.) 

Glasenapp  (S.).  —  Observations  des  satellites  de  Jupiter,  faites 
en  Russie  dans  les  années  1872  et  i8j3.  (  19  col.) 

Savitch  (A.).  —  Observations  faites  à  l'Observatoire  astro- 
nomique de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 
(1  col.] 

Opposition  de  Xeptune  en  1872.  Oppositions  d'Uranus  et  de  Ju- 
piter en  1873. 

Somof  (J.).  —  Simplification  de  la  métJiode  de  Gauss  pour 
déterminer  l'attraction  d'un  point  par  un  ellipsoïde  homo- 
gène, et  extension  de  cette  méthode  à  un  ellipsoïde  hétérogène. 
(10  col.^ 

Parmi  les  méthodes  que  1  on  possède  pour  résoudre  le  problème 
de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homogène,  une  des  plus  simples  et 
des  plus  naturelles  est  celle  que  Gauss  a  donnée  dans  son  Mémoire 
intitulé  :  Theoria  altractionis  corporum  sphœroidicorum  ellip- 
ticorum  methodo  nova  tractata  (-).  Elle  est  fondée  sur  trois  théo- 


(l)  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  191. 

(')  Comm.  Soc.  reg.  sclentiarum  Gœltingensls,  t.  II;   1  Si 3 .  —  Gauss  IVerke,  t.  V. 
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renies,  le  IIIe,  le  IVe  et  le  VIe  du  Mémoire,  et  sur  un  mode  parti- 
culier d'exprimer  l'élément  de  la  surface  de  l'ellipsoïde.  Le  théo- 
rème IV,  qui  est  un  des  plus  importants  dans  la  théorie  des  forces 

,  ,,.  ,,.  ,  ,  /V/srosMQ  ,  , 
attractives,  établit  que  1  intégrale  I >  étendue  a  une  sur- 
face fermée  (/•  étant  la  distance  de  cet  élément  à  un  point  fixe  M,  et 
MO  l'angle  de  cette  distance  avec  la  normale  à  l'élément  ds),  a  l'une 
des  trois  valeurs  o,  — 47:î  — 27ri  suivant  que  M  se  trouve  à  l'exté- 
rieur, ou  à  l'intérieur  de  la  surface,  ou  sur  la  surface  même.  Les 
deux  autres  théorèmes  donnent  deux  expressions  différentes  de  la 
composante,  parallèle  à  un  axe  donné,  de  la  force  attractive  exercée 
sur  un  point  quelconque  par  un  corps  homogène. 

Dans  la  jYote  actuelle,  M.  Somof  fait  voir  que  l'on  peut  se  dis- 
penser de  la  considération  des  théorèmes  III  et  VI,  et  qu'en  s'ap- 
puyant  sur  le  seul  théorème  IV  on  obtient  aisément  l'expression 
du  potentiel  de  la  force  attractive,  indépendamment  de  ses  compo- 
santes parallèles  aux  axes  de  L'ellipsoïde.  Pour  cela,  au  lieu  de 
considérer  directement,  comme  Gauss,  l'attraction  de  l'ellipsoïde 
total,  il  divise  d'abord  le  corps  en  couches  infiniment  minces,  li- 
mitées par  deux  surfaces  semblables  à  celles  de  l'ellipsoïde,  et  il 
intègre  ensuite  l'expression  relative  à  l'action  d'une  couche. 

Par  ces  modifications,  la  méthode  de  Gauss  devient  facilement 
applicable  non-seulement  à  un  ellipsoïde  homogène,  mais  encore 
à  un  ellipsoïde  hétérogène  décomposahle  en  couches  liomothétiques 
de  densité  uniforme. 

Struve(0.).  —  Sur  l'étoile  double  2  634  =  Camelopardalis 
19  Heu.  (5  col.,  ail.) 

Cette  étoile,  dont  les  deux  composantes  étaient  à  la  distance  de 
37  secondes  lorsqu'elles  furent  observées  par  W.Struve,  le  père,  en 
1827,  fut  rejetée  par  cet  astronome  de  son  Catalogue  des  étoiles  dou- 
bles, dans  lequel  il  n'admettait  que  celles  dontla  distance  des  compo- 
santes ne  dépassait  pas  3 2  secondes.  C'est  ce  qui  explique  comment  les 
observations  de  cette  étoile  ont  été  longtemps  négligées  depuis  cette 
époque.  On  a  cependant  reconnu,  depuis,  une  déviation  de  la  dis- 
tance, accompagnée  d'une  variation  de  l'angle  de  po-ition,  ce  qui 
pouvait  faire  supposer,  malgré  le  grand  éloignement,  une  action 
physique  des  deux  composantes  l'une  sur  l'autre.  Les  observations 
de  M.  O.  Struve,  faites  en  1868,  1870,  1873  lui  ont  donné  les  dis- 
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tances  23", 06,  22",5i,  21", 67,  et  les  angles  de  position  307°, 7, 
358°, o,  35g0-4-  Mais  les  déterminations  obtenues  jusqu'à  présent 
par  MM.  Struve,  père  et  fils,  Dembowski,  etc.,  ne  suffisent  pas  en- 
core pour  établir  avec  certitude  la  dépendance  physique  des  deux 
étoiles;  on  ne  pourra  le  faire  qu'au  bout  de  dix  ou  vingt  ans  de 
nouvelles  observations. 

Wild  (H.).  —  Sur  un  évaporometre  simple,  pouvant  servir  en 
hiver  comme  enété.  (5  col.,  ail.) 

Struve  O.).  —  Suite  des  observations  sur  le  compagnon  de 
Procj  on.  (5  col.,  ail.) 

Mekdeleief  (D.)  et  Kiupitchof.  —  Notice  préliminaire  sur 
l'air  raréfié.     6  col.) 

Il  résulte  des  expériences  des  auteurs  que,  contrairement  aux 
hypothèses  admises,  l'air  atmosphérique  dévie  d'autant  plus  de  la 
loi  de  Boyle  et  Mariotte  qu'il  est  plus  raréfié. 

Savitch  (A.).  —  Observations  des  planètes  à  V Observatoire 
académique  de  Saint-Pétersbourg  ;  détermination  de  la  longitude 
du  nœud  de  l  orbite  de  Mars. 

M.  Savitch  trouve,  pour  la  longitudedu  nœud  ascendant  de  Mars, 
le  27  avril  1873,  2b43m  i5,  temps  moyen  de  Greenwich, 

Û  =  48°34'3S",4. 

Il  donne  ensuite  des  observations  des  oppositions  de  Gérés,  de 
Neptune  et  d'Uranus  en  1873. 


ATTI    DELL'   ACC.VDEMIA   Po.NTIFICIA   DE'   NUOVI    LlXCEI.   In-40   ('). 

Anno  XXVII;  1 873-1874. 

Secchi  (le  P.).  — Sur  la  distribution  des  protubérances  autour 
du  disque  solaire  avec  quelques  recherches  sur  la  comparaison  de 
la  radiation  solaire  avec  la  radiation  électrique  (  onzième  Mé- 
moire). (20  p.) 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.   isç). 

Bull,  des  Sciences  malliém.  et  astron..  I    VIII.  (Mai 
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Ce  Mémoire  est  divisé  en  trois  paragraphes.  Le  premier  contient 
un  résumé  des  observations  des  protubérances  faites  au  Collège 
Romain,  du  6  avril  au  2  octobre  i8j3,  suivi  de  quelques  réflexions 
sur  la  nature  des  taches  solaires.  Dans  le  deuxième  l'auteur  rend 
compte  de  ses  recherches  faites  dans  le  but  de  comparer  la  radiation 
calorifique  solaire  avec  la  radiation  de  l'arc  voltaïque  ;  il  en  résulte- 
rait que  la  température  du  Soleil  n'est  pas  inférieure  à  100  000  de- 
grés, et  qu'elle  varie  entre  36°, 368  et  49°,  276,  la  température  de 
l'arc  voltaïque  étant  prise  pour  unité.  Enfin  le  troisième  para- 
grapbe  a  pour  objet  les  observations  du  spectre  de  la  lumière  élec- 
trique. 

Provenzali  (le  P.  S.).  —  Sur  quelques  variations  lentes  de 
l'intensité  magnétique  (deuxième  Communication).  (10 p.) 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  les  protubérances  solaires  et  les  taches 
(douzième  .Mémoire).  (19  p.) 

Azzarelli  (M.).  —  Un  théorème  de  Géométrie  élémentaire. 
(2p.) 

Dans  un  parallélogramme  quelconque  la  somme  des  losanges, 
construits  sur  deux  côtés  adjacents,  est  équivalente  au  parallélo- 
gramme construit  sur  les  diagonales  du  parallélogramme  donné. 

Provenzali  (le  P.  S.).  —  De  l'action  de  la  vapeur  atmosphé- 
rique sur  la  chaleur  lumineuse  et  obscure  du  Soleil.  (3  p.) 

Ferrari  (le  P.  S.).  —  Nouvelles  recherches  sur  les  relations 
entre  les  maxima  et  les  minima  d'intensité  des  taches  solaires  et 
les  perturbations  magnétiques  extraordinaires.  (  10  p.) 

Azzarelli  (M.).  —  Des podaires  et  des  antipodaires.  (67  p.) 
L'auteur  établit  les  équations  générales  des  podaires  sur  les  tan- 
gentes ou  les  normales  des  courbes  planes  et  à  double  courbure, 
ainsi  que  celles  des  surfaces  podaires  sur  les  plans  tangents  des 
surfaces  quelconques,  et  applique  les  formules  générales  à  quel- 
ques courbes  connues  (conique,  cycloïde,  hélice)  et  aux  surfaces 
du  second  degré. 

Entre  autres  résultats  obtenus,  notons  que  les  podaires  sur  les 
tangentes  ;i  des  coniques,  et  ayant  pour  pôle  un  centre  ou  un  som- 
met,  sont  des  courbes  de  même  nature  que  les  transformées  des 
coniques  données  par  rayons  vecteurs  réciproques. 
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Azzarelli  (M.).  —  De  certains  lieux  géométriques  dérivés 
d'après  une  loi  déterminée  des  courbes  ou  des  surfaces  données. 
(26  p.) 

Le  présent  Mémoire  a  pour  objet  la  solution  des  deux  problèmes 
suivants  : 

i°  Étant  donné  un  point  quelconque  d'une  courbe  plane  rap- 
portée à  deux  axes  rectangulaires,  trouver  l'enveloppe  de  la  droite 
qui  joint  les  deux  projections  de  ce  point  sur  les  axes. 

20  Étant  donné  un  point  quelconque  d'une  surface  rapportée 
à  trois  axes  rectangulaires,  trouver  l'enveloppe  du  plan  passant 
par  trois  projections  de  ce  point  sur  les  axes  coordonnés  ('). 

L'auteur  établit  les  formules  générales  et  les  applique  aux  courbes 
et  aux  surfaces  du  deuxième  degré. 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  les  spectres  des  comètes  de  Tempel  et  de 
Coggia.  (4p.) 

Azzarelli  (M.).  —  Quelques  problèmes  relatifs  aux  triangles 
rectilignes .  (40  p.) 

Les  problèmes,  au  nombre  de  vingt-trois,  traités  dans  ce  Mé- 
moire ont  pour  objet  la  recherche  des  lieux  géométriques  des  points 
situés  dans  le  plan  d'un  triangle  rectiligne,  tels  que  les  perpendi- 
culaires abaissées  de  ce  point  sur  les  trois  côtés  du  triangle  satis- 
fassent à  diverses  relations  déterminées. 

Secchi  (le  P.).  —  Etudes  physiques  sur   les  comètes  de  1874. 

(5  p.) 

Azzarelli  (M.).  —  Quelques  recherches  sur  les  lieux  géomé- 
triques des  foyers  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  ordre. 
(24  p.) 

On  sait  que  les  distances  d'un  point  quelconque  d'une  courbe  de 
deuxième  ordre  à  deux  points  fixes  situés  dans  le  plan  de  la  courbe 
(foyers)  sont  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  du  point 
donné. 


(')  Un  cas  particulier  de  ce  problème,  relatif  à  l'ellipse,  à  l'hyperbole,  à  l'ellip- 
soïde et  aux  deux  hyperboloïdes,  a  été  posé  par  M.  Roberts,  dans  le  tome  XVI  des 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  de  MM.  Terquem  et  Gerono. 
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Le  présent  Mémoire  a  pour  objet  la  recherche  des  lieux  géo- 
métriques des  points  jouissant  de  la  même  propriété,  mais  non 
situés  dans  le  plan  de  la  courbe,  et  l'extension  de  ces  recherches 
au  cas  des  surfaces  du  second  ordre    '   .  A.   P. 


MÉLANGES. 

HÉHOIRE  SU!  LES  INTÉGRALES  DÉFINIES,  PRISES  ENTRE  DES  LIMITES  IMAGINAIRES  ('); 

Par  M.  A.-L.  CAUCHY. 

(Suite  et  fin. 

18.  Concevons  qu'un  liquide  pesant  soit  renfermé  dans  un  canal 
très-étroit,  et  que  l'on  prenne  pour  axe  des  x  la  droite  horizontale 
qui  marque  dans  ce  canal  le  niveau  naturel  auquel  le  liquide  s'é- 
lève. Supposons,  de  plus,  que  t  désigne  le  temps,  et  qu'à  l'instant 
où  l'on  compte  f  =  o  on  fasse  naître  le  mouvement,  en  altérant  le 
niveau,  de  manière  que  l'ordonnée  verticale  correspondant  à  l'ab- 
scisse x  devienne 

(182)  y=¥{x).  . 

On  prouvera   sans  peine    qu'au  bout  d'un  temps  quelconque  t  la 
même  ordonnée  sera  déterminée  par  l'équation 


1  *.'-;. 


>•=  -  /         |      cos^u*  g2t)cosp[x  —  rs)F(m)d(j.dm 


{voir  le  Recueil  des  'Mémoires  couronnés  par  V Institut,  concours 
de  181 5,  p.  3n).  Si,  dans  la  formule  précédente,  on  pose 


(')  Quelques  cas  particuliers  de  ce  problème  ont  été  traités  par  M.  Vachette,  dans 
le  tome  I  des  Nouvelles  Annales. 
\  uir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  43. 
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et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 


P, 


on  trouvera 


(/y.  drs 


(i84)    y=-j         I      ^cos^a2  P:  y.)  cosa2F(nj) 

■v— 'o  [(x-vYY 

Pour  calculer  cette  dernière  valeur  de  y ',  il  faut  d'abord  déterminer, 
au  moins  par  approximation,  l'intégrale 

(i85)  I      y.  cos  \i-  P'  y.)  cosà'dcc. 

J o 

On  y  parviendra  facilement,  si  la  quantité  P  devait  toujours  con- 
server une  très-petite  valeur  numérique.  Alors  il  suffirait  de  déve- 
lopper cette  intégrale  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  P,  et  de  réduire  la  série  obtenue,  savoir 

,  „,.,  2P        faP)'  (aP)* 

(186 


2  4-5.6  6.7 .8.9. IO 

[voir  le  Mémoire  Sur  la  Tlièorie  des  ondes,  p.  i32,  inséré  dans  le 
Recueil  déjà  cité),  à  un  petit  nombre  de  termes,  en  négligeant  les 
autres.  Mais  comme,  pour  des  valeurs  croissantes  de  ï,  P  croit  au 
delà  de  toute  limite,  ainsi  que  les  différents  termes  de  la  série,  le 
moyen  dont  nous  venons  de  parler  est  le  plus  souvent  impraticable, 
et  l'on  ne  peut  s'en  servir  généralement,  ni  pour  déterminer  la  va- 
leur approchée  de  l'intégrale  (180),  ni  même  pour  trouver  des 
limites  entre  lesquelles  cette  intégrale  demeure  comprise.  Heureu- 
sement l'équation  (94)  permet  de  transformer  l'intégrale  dont  il 
s'agit  en  une  autre  dont  le  calcul  ne  présente  pas  les  mêmes  diffi- 
cultés. En  effet,  si  l'on  pose  dans  cette  équation 

f(x\  =  xex"-^-'eaz^-', 

A  s'évanouira;  puis,  en  écrivant  dans  les  deux  membres  la  lettre  x 
au  lieu  de  x  et  de  y,  on  trouvera 


/      ae'^  e00^  da.  =  —  I      xi 

J  O  J  0 


e_°a  da. 
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et,  par  suite, 

/•co 
i     /       a  COS  a?  COS  a  y.  dy. 

„        !  >  o 
(.87) 


/       =  /       asina- s'm  iix  cl  y. —  /      a  cosa'-e-0'*  cl y, 

J 0  t^O 

1     /      y.  s'm ot'  cosaxd y. 

('88)  ° 

/        =  —  /       acoso:3sinrta(/a  -f-  /      «  sin«!.  e'^da. 

Jo  Jo 

D'ailleurs  on  tire  de  l'équation  (161),  en  y  posant  f(x)  =  e~x' 

,  —  j. 

Jo  V2  Jo  V2  a 

Ou  aura,  en  conséquence, 

(.89)  f"  i*&dx=  1+frl  7t*î 

puis,  en  faisant  .r  =  a  H — ?  on  en  conclura 
r  2 

(,90)  p7-35  ^ 

=  2/      e"'^  'COS  a  y.  d  y.. 

Jo 

Si  maintenant  on  différentie  par  rapport  à  la  quantité  «,  on  aura 
(iqi)  I      «e"!>  ~'sina«(/a  = — n2 ae    '        , 

Jo  4  \ 2 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 


f  °°             ,    ■          j  -'  a  i        <ï-         .     ce 

1     /      acosa5sin«affa  = _     eos  -=■  —  sin  -y 

\  Jo  4  V'a  \        4              4 

('92)      '  et 

f     r™      •      ,   ■         j  i^a  (       a'        .a1 

I      y.sinx,swaydx=  — =    cos  -y  -+-  si n  -y 

Jo  4^2  V      4           4 
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Cela  posé,  les  formules  (187)  et  (188)  deviendront 


(■93) 


:'94.) 


r 


y.  COSaJ  cosaxdx 

:  — -    cos  -r  +  sin  7-  )  —  I      acosz-.e  arLdx, 

4V2  V      4  4/     Jo 

y.  s'mx1  cosaxdx 

x'.e-^dx, 


f       z= — -    cos  -r  —  sin  -y  M-  j      asin: 

4v/2  \      4  4/    Jo 


et  la  première  donnera 

1      /       y.COS\22?'x)cOSx"dx 

]  Jo 
(«95)     \ 


~2  p2  /        p  p\        />:c        5  ! 

I      ae~J  '  "cosa'aœ. 

2/       Jo 


=  — , —    cos  — h  sin 


Il  est  aisé  de  s'assurer  que  l'intégrale  comprise  dans  le  second 
membre  de  l'équation  précédente  est  sensiblement  nulle,  pour  de 
grandes  valeurs  de  P,  et  que,  dans  tous  les  cas,  sa  valeur  numé- 
rique est  inférieure  à  celle  de  l'intégrale 


C96)  / 

i/O 


'f/3£=ÏP' 


Ajoutons  qu'il  suffit  de  remplacer  «  par  p2  pour  faire  coïncider 
la  formule  (io,5)  avec  l'équation  (7)  de  la  page  180  du  Mémoire 
Sur  la  Théorie  des  ondes. 


ADDITION. 

Nous  avons  remarqué,  page  298  ('),queles  formules  (io3),  (io4) 
fournissent  les  valeurs  de  presque  toutes  les  intégrales  délinies 
connues,  et  d'un  grand  nombre  d'autres.  Nous  allons  indiquer  ici 
quelques  applications  de  ces  mêmes  formules. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  Ml. 
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Si  l'on  désigne  parrt  et  /•  des  quanti  tés  positives,  par  m  un  nombre 
entier,  et  par  f  (x)  une  fonction  telle  que  l'expression  ï(x  -j- r  \ —  •  ) 
ne  devienne  point  infinie  pour  des  valeurs  positives  de  v,  on  tirera 
de  la  formule  (io3) 

J—œ  r  —  X\j—1 


J—  -s.  r-+-x\—i 


f(x)dx 


.,         /  1[X)C1X 


o, 

-0" 


(4)      f,     tl')%-y.=t->lr>$r)t*">(r<=i). 

J—as  [r-hxJ—l)  M'»] 

I     f*  t(X\__-dx  =  —  *T.î[{i  —  r))f—~i],   pour  /■<■, 

l  J—*>l(r—  x\J—i) 

(5)<    /       .,      U**  efa  =  -,cf(o), 

!  r*       H*)      ,  ^ 

l     /  '    ' <fe  =  o,  pour   r>i. 

\  J_  xl[r  —  x\  —  i) 

et  de  la  formule  (104), 

rf(,)-f(-,)&  =  ! 

Jo       I-''  "+"  -r  ''  ~~  X     I 

'    /*°°  f( j?  )  -+-  f (  —  a?)     rdx 


•r2-t-  rJ 


(9) 


î     ffW+f("j)     r<fa,=  7[f(r)-f(-r    ,      ■• 
if  2  x-  —  r2       4 

1   •-  o  ^ 


(10) 
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Jo  2y/-i  x{x'-i-  /-)       2L  ;J' 


(II)  /  — ^ + 'V        *'  \dX=-2Tt((s/~l), 


Si,  dans  l'équation  (7 ),  011  pose  r  =  i,  {(x)=( — xJ — 1)"    ', 
trouvera 


\ 


■0 


/     . — \^  rx        dx     a — _,  rœ        c/x 

puis,  en  multipliant  les  deux  membres  par  ( — y  —  ij  ,  et  ayant 
égard  à  l'équation 

(—  \/—i  )M^'=  (  cos  -  —  J—  1  sin-j        =  siiirt-  -4-  \/—  i  cosa;:, 

on  aura 

r  .  1—  ,   /*M  r/.r  , Tx  rf* 

(sina7r  ■+-  y  —  1  cos«-J  I      a.'0-1 y —  1  I      x"~'  —  —  =  r. 

Jo  1+  x  J0  1      x 

et,  par  suite, 

,      .  rx  dx  t. 

(12  j  /      x"-' =  - , 

J0  H-ar       sinavr 

/  •»      cx  . ,  dx  r™      dx       - 

(i3)  /      x"-'  -    —  =  cos«7rl      x"'' =  —      — • 

Jo  i  —  x  J0  î-hx       tangrt- 

La  formule  (12)  a  été  donnée  par  Euler.  La  formule  (i3)  a  pour 
premier  membre  une  intégrale  définie  dont  la  valeur  générale  est 
indéterminée;  mais,  dans  le  cas  présent,  cette  intégrale  doit  être 
réduite  à  sa  valeur  principale,  que  l'on  peut  transformer  de  ma- 
nière à  faire  coïncider  l'équation  (i3)  avec  une  autre  équation 
établie  par  l'illustre  géomètre  qu'on  vient  de  citer.  Si,  dans  les  for- 
mules(8)  et(<}),  on  pose  f  (x)  =  enx^~l,  on  obtiendra  les  suivantes  : 

,    . ,        f*  rcosax   .  rxxsinax   ,         - 

(14  )       /      — : r  dx  =  /      — dx  =  -  e~ar, 

Jo      x+r'  Jo      x,+  >"  2 

,   _,        r*  rcosax   ,  77    .  r*  xslnax    ,         - 

(i5)        /      — -cte  = smar,      •/      ■    .        -<te=-cos«r. 

Jo      x'-r-  2  JQ      x-—r>  2 
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La  formule  (14)  a  été  donnée  par  M.  Laplace.  On  en  tire,  en  ré- 
duisant r  à  zéro,  l'équation 


£ 


dx  =  -i 


qui  est  elle-même  un  cas  particulier  de  la  formule  (6).  Les  for- 
mules (  1 5  ) ,  données  pour  la  première  fois  par  M.  Bidone,  géomètre 
italien,  sont  de  la  même  nature  que  la  formule  (i3)  et  fournissent 
les  valeurs  principales  des  intégrales  qu'elles  renferment.  Mais  il 
est  facile  de  transformer  ces  valeurs  principales  en  intégrales  défi- 
nies, dans  lesquelles  la  fonction  sous  le  signe  /  cesse  de  devenir  in- 
finiment grande  pour  des  valeurs  particulières  de  la  variable. 
Ainsi,  par  exemple,  en  posant  7'  =  i,  on  tire  delà  première  des 
équations  (i5) 


I     Cx  cosax 


f-.ïl 


dx  7T     . 

=   -  Slilrt. 

X-  —  I  2 


Si  dans  les  formules  (5)  et  (ii)  on  pose  f(x)  —  -  (i  —  eajr»    ' 
a  désignant  toujours  une  constante  positive,  on  trouvera 

V— '      dx      iTisf- 


rXj       i  —  e"v-'      dx  _iTtd—  i 
J-  aclir—xd^T)  x  ~    î-r 

0   I    r*       i  — e^v7-      dx  i— 

8)<  -,  , — ,  —  =  nad—  I 

/•"       i  -  gW~ 


i—  e-"1-' -'''],  pour  r<'> 


=  o,  pour  r~^>i, 


(jf)'-K'(*)ï 

On  tirera  encore  des  formules  (i),  (2),  (6),  (8)  et  (9),  en  dési- 


=  o, 
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gnant  par  a1  b1  /-,  s  des  quantités  positives, 

20)    /        (—  x vf^ï)a~~* ebz'f-'' l[ i  +  -  J— 7)  — 

J-  x  \        *>  )r—x\J— 

f  =  ->.r.ra-'  e~brl  (  i-t-  -  ), 

,      ,        /""         ,   .    /ai      ,    \     rrfa;        -        ,      , 

(22)  j       x°"'sin bx\ .  =  -i'-'r(', 

(23)  /       xa-'sin( — -  —  bx\ =  -  /-"-'cos  (  —  —  br  )> 

j0  \2        j^—x1    2  \a       y 

(24)  /       eacoil"sin(asinbx) —  =  -(ea — 1), 
./o  a?        2 

/     ÇVJ    „r„,.         ,      .    ,     .    rdx         t.         lr 

1       eoc05(,rcos(«sinox)  — -=  — e"      , 

Jc  x-  +  r2       2 

(^5) 

1     1       eoros("sin  rtsinf»x)  —      —  =  -  (  eae      —  1  ), 
(  J0  * 3  -+-  r:        2 

/Ci  /""      -     1     ™*.     .      (O.TZ  .      ,       \      idx  77     „      ,       _4r 

(2b)        /       .r"-1  ecos'r  sin  I sinbx  )  — rT— ^,  =  -  '       e 


.r'-t-  /■•       2 


Si,  dans  les  formules  (20)  et  (21),  on  pose  a=i,  b  =  o,  on  en 
conclura 


5    , \  r/x 


(27) 


/'  —  X  \j — I 

fla; 


r  --  x  \  —  1 
et,  par  suite, 


(28) 


)   Jo  V  x  1  x  +  r' 

T*  s     xdx        -k,(        s\ 
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puis,  en  dillérentiant  n  —  i  fois  par  rapport  à  /•, 


(29) 


J—  1  )-"—(/•  +  xsl—i)-n        ,        s    . 
— - —  arc  tang  -  dx 


2  y .  —  1 


*(»-oLw       V  +  s)  J' 

De  plus,  si  dans  les  équations  (9)  on  remplace  f  [x)  par 


on  en  tirera 


rdx 
l     H — -     — =  —  -arc  laiiî 


3o) 


\     i  s     xdx         77  ,  /        s-\ 

Il       arc  tang =  7/    1+  -    > 

I  Jo  x  x2  —  r'      4    \        '"/ 

\  etc. 

Ajoutons  que,  si  l'on  pose  r  =  1  et  s  =  1  dans  la  seconde  des 
formules  ('29),  on  en  déduira  sans  peine  celles  qui  suivent  : 

(arc  coi^):r/x  =  2   /       arc  cotx  — - =  77/(2), 

o  Jo  •r'H-' 

I     I 

a-  arc  tang arc  tang  x 

X      *  -dx=^I{*). 


Il  peut  arriver,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  (page  298)  ('),  que 
les  formules  (1),  (2),...  subsistent  dans  certains  cas  où  la  fonction 
f(j-  -f-j  y' — ■  1  )  deviendrait  infinie  pour  des  valeurs  positives  de  1  . 
C'est  ce  qui  aura  lieu  en  particulier  pour  les  formules  (8)  et  (9), 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VU. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  i5- 

si,  a  étant  <^  b.  î(x)  se  réduit  au  quotient  de  sinrto:  ou  cosfl.r  par 
sinèx  ou  cosbx.  Alors  on  trouvera 

|  Œ  eosflx     rdx         t.  f^r-^e~a 
1  ^  o      cosbx  x       i 

sinax    xdx 
sinôx  x-~  r 

cosax    xdx 


(33) 


r 

«/o 

r 

r 


s'mbx  x'-t-  r2' 
sirirt.r     xdx 
cosbx  x-  -+-  r2 


l  é' 

-+-  e~ 

br' 

-.  ear 

—  e~ 

'ôr'' 

i  ebr 

—  e~ 

-.  ear 

+  e- 

. 

i  ef" 

—  e~ 

77 

e"'  — 

-  e~ 

-" 

2 

ér^ 

-  r 

-4l 

Ces  dernières  formules,  que  j'avais  données  dans  le  Mémoire  de 
i  S  x 4-,  en  v  remplaçant  x  par  l'unité,  ont  été  citées  par  M.  Legendre 
dans  le  Rapport  fait  sur  ce  Mémoire,  et  dans  la  cinquième  partie 
des  exercices  de  Calcul  intégral. 

On  pourrait  aux  exemples  qui  précèdent  en  ajouter  une  infinité 
d'autres.  Je  me  contenterai  d'en  indiquer  quelques-uns.  Si  l'on  re- 
présente, comme  ci-dessus,  par  a.  &,  /•,  s,  des  quantités  positives; 
si,  de  plus,  on  désigne  par  B  un  arc  renfermé  entre  les  limites  zéro, 
7ï,  et  par  '-•  [x]  une  fonction  rationnelle  de  la  variable  x.  on  déduira 
sans  peine  de  la  formule  (io3)  les  valeurs  des  intégrales 

/  (—  x\j—  i)a-,^(x)dx,        j       éI^~io{x)dx, 

I  1 1  H-  —  fj—  i  J  o(x)dx,        /        l(i  —  rxd—i)o(x)dx, 

i  /[rsinS  —  (/-cos0  —  x)  J—  i  ]  o{x)dx, 

j  (—  x\ — i)"-'el"^-'o{x)dx, 

J  [—  xd^y-tlli+^yf^ïj  o[x)dx, 

f    —^v'~!^=- -„(*)</*, 

J—  s.l   r  —  x  i  —  i 
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(  iziWED^  e-v--/  (l+±  ,—A  9[x)dx, 

J-aolir—xyf-i)  \       *  I 

I        eae  ""  ~'<i{x)dx,        I  -i^-i/,"l«"'r'ç(j;)(fx, 

/        l' i  —  reùz\!~  )y(x)dx,       j        eW~/(i  +  re?'J=I)y(x)dx, 

/*""c  cosax    ,    ,   ,  Cx  s'max     ,    .  ,  /"x  cosc<x    ,     ,  , 

/  — -, —  o(x)dx,        !        — — ; — olxjdx,       I       — alxjdx, 

J^^cosbx'       '  J_y.s\i\bx'K  J_a}sinax' 

etc. 

et  par  suite  les  valeurs  des  intégrales 

/       x"-'c?(x)dx,       I        cos  bx  <f(x)dx,       I       s'mbx  y(x)dx, 
I       arc  tang  —  o{x)dx,       I       arc  cotx  y(x)dx, 

!       /(/•' — 2rxcos8  -h  xi)o{x)dx, 

("*  rcos  6  —  x    .     ,  , 

I       arc  lang  —      .-  .  -  o(x)dx, 
«/_«  rsinO 

/.  x  r>  x 

j       eai'>il'xcos{asinbx)(?{x)dx,      I       e?cmbls\n(asmbx)y{x)dx, 

j       /(i  -+-  ircosbx  -+-  r3)  a(x)dx, 

("*■  rs'mbx         .     .  , 

/        arc  tang —     1— o{x)dx, 

J_  i  +  rcosbx  ' 

fx             .     fait       ,     \o{x)-ht?(  —  x) 
I       x'~'  sitl  ( bx  J   !-! — ^-     —  dx, 
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iVous  observerons,  en  finissant,  que  les  constantes  renfermées 
dans  quelques-unes  des  intégrales  ci-dessus  déterminées  doivent  être 
resserrées  entre  des  limites  telles  que  les  valeurs  de  ces  intégrales 
restent  finies.  Ainsi,  en  particulier,  on  reconnaîtra  sans  peine  que 
la  constante  a  doit  rester  comprise  entre  les  limites  zéro  et  i  dans 
les  formules  (12)  et  (i3),  et  entre  les  limites  zéro  et  2  dans  les 
formules  (22),  (23),  (26).  Ajoutons  que,  dans  plusieurs  formules, 
on  pourra  remplacer  des  constantes  supposées  réelles  par  des  con- 
stantes imaginaires.  Par  exemple,  la  constante  a  peut  devenir  ima- 
ginaire dans  les  formules  (12),  (i3),  (23),  (26).  Seulement  la 
partie  réelle  de  a  doit  alors  être  renfermée  entre  les  limites  cjue 
nous  venons   d'indiquer  (  '  ) . 


BULLETIN   BIBLIOGRAPHIQUE. 

La  Société  Mathématique  d'Amsterdam  (  Wiskundis  Genoot- 
schap,  onder  de  zinspreuk  :  «  Een  orwermoeide  arbeid  komt  ailes 
te  boven  »  ),  dont  nous  avons  signalé  les  travaux  à  nos  lecteurs  (2), 
vient  de  fonder  un  nouveau  Recueil  ayant  pour  titre  :  Nieuw 
jirchief  voor  JViskunde  (3).  Cette  publication,  d'un  caractère  dif- 
férent de  celles  que  nous  avons  analysées,  paraîtra,  sous  la  direction 
de  M.  Bierens  de  Haan,  en  mars  et  en  septembre  de  chaque  année, 
par  fascicules  in-8°  de  6  à  y  feuilles  d'impression.  Le  prix  annuel, 
pour  les  abonnés  qui  ne  sont  pas  membres  de  la  Société,  est  de 
4  florins  (8  fr.  65  c). 

Chaque  numéro  contiendra  :  i°  des  Mémoires  sur  les  Mathéma- 
tiques pures  et  appliquées;  20  des  Communications  de  moindre 
étendue;  3°  des  Notes  bibliographiques,  et  la  liste,  par  ordre  de 
matières,  des  Mémoires  publiés  dans  les  divers  Recueils  scien- 
tifiques. 


(')  Ce  Mémoire  a  été  public  en  1S23  chez  de  Bure. 

{'■)   Voir  Bulletin,  t.  IV,  p.  209. 

(3)  Nouvelles  Archives  de  Mathématiques. 
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Voici  le  sommaire  de  la  première   livraison,   publiée  au   mois 
d'avril  187J. 

Onnen  (H.).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  équations  essentielles  des  courbes 
planes.  (4o  p.) 

Versluys  (J. .  —  Théorie  des  Quaternions  (1™  Partie).  (18  p.) 

Rink  (H.-J.i.  —  Sur  le  mouvement  d'un  demi-cône  circulaire  droit,  reposant 
par  une  de  ses  génératrices  sur  un  plan  horizontal.  (8  p.) 

Benthem  (A.).  —  Transformation  de  la  formule  de  Cardan  dans  le  cas  irré- 
ductible. (3  p.) 

Bierens  de  Haan  (D.).  —  Sur  la  quadrature  du  cercle  de  Simon  van  der 
Eycke  (Simon  a  Quercu),  et  sur  ses  conséquences.  (ier  art.,  17  p.) 

Bulletin,  par  ordre  de  matières,  des  Mémoires  publiés  dans  les  principaux 
journaux  mathématiques. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS   PÉRIODIQUES. 

COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  ('  ). 
T.  LXXX;  ier  semestre  1875  (suite). 
N°  9.  Séance  dn  i"~  mars  1875. 

Ciiasles.  —  Généralisation  de  la  théorie  des  normales  des 
courbes  géométriques,  où  l'on  substitue  à  char/ ue  normale  un  fais- 
ceau de  droites. 

«  En  terminant  mes  Communications  sur  la  théorie  des  axes 
harmoniques  des  courbes,  dans  le  cours  de  l'année  1871  (2),  j'ai 
fait  observer  que  toutes  les  questions  où  se  trouve  quelque  condi- 
tion de  perpendicularité  de  deux  droites,  comme  dans  le  cas  des 
normales  d'une  courbe,  les  théorèmes  s'appliquent  au  cas  de  deux 
droites  obliques  sous  un  angle  donné  (compté  dans  un  sens  déter- 
miné), et  en  outre  cpie  ces  théorèmes  s'étendent  aussi  à  la  condition, 
beaucoup  plus  générale,  où  les  droites,  au  lieu  de  faire  un  angle 
donné,  doivent  passer  par  deux  points  correspondants  d'une  courbe 
unicursale.  De  la  sorte,  on  substitue  à  une  simple  droite,  normale 
ou  oblique  d'une  courbe,  un  faisceau  de  droites  partant  de  chaque 
point  de  la  courbe.  Ces  faisceaux  correspondent,  de  même  que  les 
normales,  aux  tangentes  de  la  courbe.  Voici  comment  :  que  l'on  ait 
une  courbe  V,  dite  unicursale,  dont  la  propriété  est  que  ses  points 
se  déterminent  individuellement,  par  une  simple  construction  géo- 
métrique, et  peuvent  ainsi  s'associer  un  à  un  dans  deux  séries  ho- 
mographiques.  Que  cette  courbe  soit  d'ordre  p.  Chaque  tangente 
d'une  courbe  quelconque  U,„  rencontre  cette  courbe  V  en/7  points  a, 
auxquels  correspondent  p  points  a!  :  les  droites  menées  du  point  de 
contact  de  la  tangente  de  U,„  à  ces  p  points  a!  formeront  le  faisceau 
qui  remplacera  la  normale. 

»  J'appellerai  compagnes  des  tangentes  ces  droites  qui  partent 
ainsi  de  chaque  point  a  d'une  courbe  :  on  pourra  dire  aussi  com- 
pagnes du  point  a\  et  ce  point  sera  le  pied  des  compagnes,  de 

(')  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  74. 

(a)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  I.XXIV.  j.     1 
liull.  des  Sciences  mathêm.  et  asCron.,  t.  VIII.     \\ril   1 S   '. .  1  1 
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même  qu'il  est  le  pied  de  la  normale.  Ces  droites,  considérées  dans 
leur  ensemble,  seront  dites  aussi  les  compagnes  de  la  courbe. 

»  Je  me  propose,  dans  ce  moment,  de  faire  connaître  les  pro- 
priétés principales  de  ces  compagnes  d'une  courbe.  Le  mode  de 
démonstration  est  uniforme  et  repose  sur  le  principe  de  corres- 
pondance. 

»  Les  théorèmes  s'expriment  presque  toujours  par  une  fonction 
de  l'ordre  et  de  la  classe  d'une  courbe  générale  que  l'on  considère. 
On  conçoit  dès  lors  qu'ils  résisteraient  aux  méthodes  analytiques.  » 

Mannheim.  —  Solutions  géométriques  de  quelques  problèmes 
relatifs  à  la  théorie  des  surfaces  qui  dépendent  des  infiniment 
petits  du  troisième  ordre. 

Voici  quelques-uns  des  problèmes  résolus  : 

«  Construire  les  tangentes  aux  courbes  de  contact  d'une  normal ie 
à  (S)  avec  les  nappes  de  la  développée  de  cette  surface. 

»  Construire  aux  points  b  et  c  les  asymptotes  de  l'indicatrice  de 
la  normalie  à  (S). 

»  Construire  le  plan  osculateur  en  un  point  de  la  courbe  de  con- 
tact d'une  surface  et  d'un  cylindre  qui  lui  est  circonscrit.    » 

Boussinesq  (J.).  —  Sur  les  modes  d'équilibre  limite  les  plus 
simples  que  peut  présenter  un  massif  sans  cohésion  fortement  com- 
primé. 

FouiiET  (C).  —  Construction  géométrique  des  moments  flé- 
chissants sur  les  appuis  d  ' une  poutre  à  plusieurs  travées  solidaires. 

N°  10.  Séances  des  8  et  15  mars  1875. 

M.  le  Président,  après  la  lecture  du  procès-verbal,  prend  la  pa- 
role en  ces  termes  : 

«  Un  grand  malheur  frappe  l  Académie;  la  perte  douloureuse 
qu'elle  vient  de  faire  nous  est  annoncée  par  la  Lettre  que  je  vais 
lui  lire  : 

«  Monsieur  le  Président,  nous  avons  la  douleur  de  vous  faire 
»  part  de  la  mort  de  notre  bienaimé  père,  M.  Mathieu,  le  doyen 
»  de  Mitre  Académie;  veuillez  annoncer  à  vos  confrères  cette  perte 
»  cruelle,  et  leur  dire  que  jusqu'à  son  dernier  jour  notre  vénéré 
»    père  a  songé  à  tous  ses  confrères  et  s'est  intéressé  à  tous  leurs  tra- 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  [63 

»   vaux.  Agréez,  monsieur  le  Président,  l'hommage  de  notre  profond 

»   respect. 

»  Charles  Mathieu.     Paul  Laugieb.  » 

»  Plusieurs  discours  ont  été  prononcés,  ce  matin,  sur  la  tombe 
de  M.  Mathieu;  les  regrets  de  l'Académie  ne  pouvaient  pas  trouver 
d'interprètes  plus  autorisés  ni  de  voix  plus  sympathiques  que  celles 
que  vous  avez  entendues  pour  rappeler  les  mérites  de  notre  illustre 
confrère. 

»  Quant  à  nous,  messieurs,  nous  n'oublierons  jamais  cette  vie 
si  belle  et  si  bien  remplie  du  vénérable  doyen  de  cette  Académie  ; 
nous  nous  rappellerons  que  dans  sa  quatre-vingt-douzième  année, 
comme  M.  Faye  nous  le  disait  récemment  avec  une  émotion  qu'il 
nous  faisait  partager,  M.  Mathieu  adressait  à  l'Académie  l'annuaire 
du  Bureau  des  Longitudes  pour  l'année  1873,  dont  tous  les  calculs, 
cette  fois  encore,  avaient  été  revus  par  lui. 

»  En  tète  de  cet  annuaire,  qu'il  aurait  présenté  lui-même  si  les 
forces  ne  l'avaient  pas  trahi,  se  trouve  un  avertissement  signé  de  son 
nom.  Ce  devait  être,  bêlas!  son  dernier  travail:  c'est  ainsi  qu'il 
vous  adressait  ses  adieux. 

»  La  mort  de  M.  Mathieu  laissera  à  l'Académie  une  impression 
longue  et  profonde  ;  nous  conserverons  toujours  le  souvenir  de 
cette  belle  existence,  entièrement  dévouée  à  la  science,  et  de  ce 
noble  caractère  qui  a  su  toujours  allier  l'indépendance  et  la  fermeté 
de  l'honnête  homme  à  la  bienveillance,  à  la  simplicité  et  à  la  mo- 
destie du  savant. 

»  Pour  rendre  hommage  à  une  si  belle  vie,  et  en  signe  de  deuil, 
j'ai  l'honneur  de  proposer  à  l'Académie  de  lever  immédiatement 
la  séance.  » 

Après  cette  allocution  de  M.  le  Président,  M.  le  Dr  O.-J.  Broch, 
Correspondant  de  l'Académie  des  Sciences,  prononce  les  paroles  sui- 
vantes : 

«  Monsieur  le  Président, 

»  L'Académie  des  Sciences  m'a  fait  dernièrement  l'honneur  de 
me  nommer  son  Membre  correspondant.  Permettez-moi  de  vous 
répéter  ici  verbalement  tous  mes  remerciments  pour  cette  nomina- 
tion, considérée  partout  comme  l'honneur  le  plus  grand  que  le 
monde  scientifique  puisse  offrir. 

«  Permettez-moi  encore,  Monsieur  le  Président,  de  faire  le  pre- 
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mier  emploi  du  droit  que  cette  nomination  me  donne  de  demander 
la  parole  dans  cette  Assemblée  pour  exprimer  devant  elle,  au  nom 
de  mes  confrères  de  la  Commission  internationale  du  mètre,  leurs 
sentiments  au  sujet  de  la  perte  qu'eux  aussi  ont  faite  par  la  mort  de 
M.  Mathieu,  leur  président. 

»  M.  Mathieu  était  le  lien  vivant  entre  la  première  introduction 
du  système  métrique  et  les  ellbrts  qu'on  a  laits  depuis  et  qu'on  fait 
encore  pour  le  faire  accepter  comme  le  système  universel  des  poids 
et  mesures.  Jl  avait  participé  à  tous  les  travaux  qui  se  sont  produits 
à  cet  égard  dans  le  monde  savant,  dans  les  Assemblées  législatives 
et  dans  les  Commissions  qui  s'en  sont  occupées.  Quoique  son  âge 
ne  lui  permit  plus  de  prendre  part,  aux  travaux  de  détail,  il  prenait 
encore  part  aux  délibérations  générales,  et  il  exprimaitdevantnous, 
avec  toute  la  verve  de  la  jeunesse,  sonclésir  de  pouvoir  encore  donner 
ses  soins  à  une  question  dont  il  n'avait  jamais  cessé  de  s'occuper,  à 
laquelle  il  était  entièrement  dévoué,  et  de  voir  encore  avantsa  mort 
l'acceptation  universelle  du  système  métrique. 

»  Cela  ne  lui  a  pas  été  donné;  mais  je  suis  sur  que  quand, 
comme  nous  l'espérons  bien,  les  efforts  de  la  Commission  actuelle 
internationale  du  mètre  aboutiront  au  but  de  sa  convocation,  on 
se  rappellera  toujours  que  iM.  Mathieu  a  été  son  premier  prési- 
dent. 

»  Nous,  les  membres  de  cette  Commission,  nous  nous  associons 
tous  aux  paroles  si  éloquentes  prononcées  devant  sa  tombe,  et  nous 
prenons  part  de  tout  notre  coeur  à  la  douleur  que  l'Académie  des 
Sciences  ressent  par  sa  perte.  » 

Observations  du  passage  de  T  énus.  —  Communications  de 
MM.  Fleutuais,  Mouchez,  Bouquet  de  la  Gkye,  Audué. 

Mannheim  (A.).  —  Solutions  géométriques  de  nouveaux  pro- 
blèmes relatifs  à  la  théorie  des  surfaces  et  qui  dépendent  des  in- 
finiment petits  du  troisième  ordre 

L'auteur  traite  de  la  solution  de  quelques  problèmes  tels  que  les 
suivants  : 

Construire  le  rayon  de  courbure  de  la  développée  de  la  section 
faite  dans  une  surface  par  un  plan  quelconque. 

Construire  le  plan  osculateur  de  la  courbe  de  contact  d'une  sur- 
face el  d'un  cône  <|ui  lui  est  circonscrit. 
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Boissiisesq  (J.).  —  Sur  les  modes  d'équilibre  limite  les  /dus 
simples  que  peut  présenter  un  massif  sans  cohésion  fortement 
comprimé.  Application  au  cas  d'une  masse  sablonneuse  qui  rem- 
plit l'angle  dièdre  compris  entre  deux  plans  rigides  mobiles  au- 
tour de  leur  intersection. 

Une  iVote  de  l'auteur,  insérée  au  Compte  rendu  du  Ier  mars, 
traite  des  modes  d'équilibre  limite  que  comporte  une  masse  pul- 
vérulente fortement  comprimée,  lorsqu'on  ne  s'occupe  que  des 
équations  indéfinies  d'un  pareil  équilibre.  Dans  la  nouvelle  Note, 
RI.  Boussinesq  montre  comment  les  formules  qu'il  a  obtenues  ré- 
solvent le  problème  de  l'équilibre  limite  d'une  masse  sablonneuse 
serrée  entre  deux  plans  rigides  se  coupant  sous  un  angle  quel- 
conque. 

Mathieu  (E.).  —  Mémoire  sur  des  formules  de  perturbation. 

\  oici  comment  l'auteur  rend  compte  des  résultats  contenus  dans 
ce  travail. 

«  Poisson,  après  avoir  donné  ses  formules  générales  de  pertur- 
bation dans  le  XVe  Cahier  du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique, 
les  applique  au  mouvement  d'un  corps  solide  qui  tourne  autour 
d'un  point  fixe  et  sur  lequel  n'agissent  que  des  forces  perturba- 
trices; il  trouve  ainsi,  page  336,  des  formules  toutes  semblables  à 
celles  qui  sont  relatives  à  la  perturbation  du  mouvement  d'une  pla- 
nète, ou  plus  généralement  du  mouvement  d'un  point  attiré  par 
un  centre  lixe.  Dans  ces  formules,  les  constantes  relatives  au  plan 
de  l'orbite  sont  remplacées  par  celles  qui  déterminent  la  posi- 
tion du  plan  dit  invariable,  qui  est  fixe  quand  le  corps  n'est  solli- 
cité par  aucune  force,  mais  qui  se  déplace  par  suite  de  la  perturba- 
tion. 

»  La  parfaite  analogie  de  deux  systèmes  de  formules  provenant 
de  questions  si  différentes  a  attiré  l'attention  de  Jacobi  (tome  III 
de  ses  OEuvres,  page  27g).  Après  avoir  embrassé,  par  une  même 
analyse,  les  deux  problèmes  précédents,  pour  montrer  qu'ils  sont 
réductibles  aux  quadratures,  il  montre  que  les  six  constantes 
arbitraires  devenues  variables  satisfont  à  six  équations  canoniques. 
Il  développe  ensuite  seulement  les  calculs  indiqués  pour  le  point 
attiré  par  un  centre  fixe,  et  retrouve  la  signification  des  deux  eon- 
stantes  conjuguées  à  l'axe  du  plan  invariable  et  à  sa  projection  sur 
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l'axe  des  z;  mais,  si  l'on  applique  ces  mêmes  calculs  au  mouvement 
d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  on  est  conduit  à  des  opé- 
rations beaucoup  plus  compliquées  que  ne  le  nécessite  la  question 
en  elle-même,  et  il  parait  difficile  de  déterminer,  par  ce  moyen,  la 
signification  de  ces  deux  constantes.  D'ailleurs  même,  la  démonstra- 
tion obtenue  ainsi,  cessant  d'être  la  même  que  pour  le  premier 
problème,  ne  saurait  être  préférée  à  celle  de  Poisson,  qui  est  moins 
compliquée  que  ne  le  serait  la  première. 

»  D'après  cela,  il  m'a  semblé  utile,  pour  la  pbilosopbie  de  la 
science,  de  cbercber  à  démontrer  entièrement,  par  la  même  ana- 
lyse, les  deux  systèmes  de  formules  de  perturbation,  et,  en  cher- 
chant à  reconnaître  quels  sontles  liens  communs  aux  deuxquestions, 
je  suis  arrivé  à  un  tbéorème  général  qui  renferme  la  démonstration 
de  ces  deux  systèmes  de  formules.  » 

Halphen.  —  Sur  certaines  perspectives  des  courbes  planes  algé- 
briques. 

On  doit  à  M.  Nôther  la  proposition  suivante  :  A  toute  courbe 
plane  on  peut  faire  correspondre,  point  par  point,  d'autres  courbes 
qui  ne  possèdent  que  des  singularités  ordinaires.  M.  Halphen  éta- 
blit la  proposition  suivante  qui  comprend  la  précédente  : 

Toute  courbe  plane  algébrique  est  la  perspective  d'une  courbe 
gauche  n'ayant  qu'un  point  singulier  et  telle  qu'en  ce  point  toutes 
les  branches  aient  des  tangentes  distinctes. 

Ribaucour.  —  Propriétés  de  courbes  tracées  sur  les  sur- 
faces. 

Parmi  les  propositions  signalées  dans  cette  Note,  nous  citerons 
les  suivantes  : 

«  La  recherche  des  courbes  tracées  sur  une  surface  et  dont  les 
sphères  osculatriccs  sont  tangentes  à  cette  surface  ne  dépend  que 
d'une  équation  du  second  ordre  (propriété  déjà  établie  par  M.  Dar- 
boux  qui,  le  premier,  a  signalé  ces  lignes).  » 

«  Si  l'on  trace  sur  une  surface  une  courbe  dont  les  sphères  oscu- 
latriccs lui  soient  tangentes ,  chacun  des  plans  oscillateurs  de 
cette  courbe  coupe  la  surface  suivant  une  section  surosculée  par  un 
cercle.  » 

n   Le  rayon  de  courbure  géodésique  d'une  courbe  il  à  courbure 
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normale  constante  est  les   ^  du  rayon  de  courbure  géodésique  de 

la  section  plane  surosculée  par  un  cercle  ayant  même  tangente.  » 

Ce  dernier  théorème  comprend  comme  cas  particulier  une  élé- 
gante proposition  de  M.  Beltrami  :  Le  rayon  de  courbure  d'une 

ligne  asymptotique  est  les  -  de  celui  de  la  section  de  la  surface  par 
le  plan  tangent. 

Peslin  (H.).  —  Théorie  des  tempêtes.  Réponse  à  M.  Faye. 

Faye.  —  Observations  sur  les  critiques  de  M.  Peslin. 

Flammarion  (C).  —  Etoiles  doubles  dont  le  mouvement  relatif 
s'effectue  en  ligne  droite  et  est  dû  à  une  différence  de  mouve- 
ments propres. 

N°  11.  Séance  du  22  mars  1873. 

Mannheim.  —  Note  à  l'occasion  de  la  Communication  faite 
par  M.  Ribaucour  dans  la  séance  du  i5  mars  1873. 

Complément  à  une  Communication  précédente,  et  en  particulier 
démonstration  du  théorème,  cité  plus  haut,  de  M.  Ribaucour,  sur 
les  courbes  à  courbure  normale  constante. 

Moctakd. —  Note  sur  les  équations  différentielles  linéaires  du 
second  ordre. 

L'auteur  examine  les  équations  de  la  forme 

g  =  [*(•)  +  *]* 

où  h  est  arbitraire,  et  il  fait  remarquer  que  cette  équation  peut 
s'intégrer  dans  un  très-petit  nombre  de  cas  lorsque  h  est  quel- 
conque. 

Le  but  de  ce  travail  est  précisément  de  faire  connaître  des  valeurs 
réellement  nouvelles  de  /.  (se)  pour  lesquelles  l'intégration  est  tou- 
jours possible. 

Levy  (M.).  —  Note  sur  la  théorie  des  poutres  droites  conti- 
nues. 

L'auteur  indique  un  moyen  fort  simple  de  déterminer  les  mo- 
ments fléchissants,  qui  s'appuie  sur  le  théorème  suivant  : 

«  Quel  que  soit  le  nombre  n  des  appuis  d'une  poutre,  et  les  appuis 
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extrêmes  étant  ou  non  à  encastrement,  si  l'on  <  onnait  le  moment 
fléchissant  en  un  seul  point  U  de  la  pièce,  on  peut  trouver  le  mo- 
ment fléchissant  en  un  point  de  chacune  des  n —  t  travées  autres 
que  celle  qui  contient  le  point  U,  parla  résolution  de  n  systèmes 
composés  chacun  de  deux  équations  seulement  du  premier  degré  à 
deux  inconnues. 

Brioschi  (F.).  —  Sur  V équation  du  cinquième  degré. 
Etude  des  propriétés  d'uue  nouvelle  espèce  de  fonctions  signa- 
lées par  M.  Hermite  dans  son  travail  sur  le  même  sujet. 

Marie  (M.).  —  Classification  des  intégrales  cubatrices  des 
•volumes  terminés  par  des  surfaces  algébriques.  Définition  géo- 
métrique des  surfaces  capables  de  cubature  algébrique. 

N°  12.  Séance  «lu  29  mars  1875. 

M.  le  Secrétaire  perpétuel  met  sous  les  veux  de  l'Académie  la 
copie  d'un  document  relatif  à  Salomon  de  Caux. 

Fouret  (G.).  — Sur  quelques  conséquences  d'un  théorème  gé- 
néral relatif  à  un  implexe  et  à  un  système  de  surfaces. 

L'auteur  énonce  un  théorème  d'une  grande  généralité,  qui  le 
conduit  à  diverses  conséquences  sur  les  degrés  de  lieux  géomé- 
triques. 

Gvldén  (H.).  —  Sur  une  méthode  de  calcul  des  perturbations 
absolues  des  comètes. 

L'auteur  commence  le  développement  d'une  méthode  nouvelle 
différente  de  celle  de  Hansen,  et  s'appuyant  sur  des  transformations 
nouvelles  de  la  distance  mutuelle  des  deux  corps. 

Pépin  (le  P.).  — Sur  les  résidus  de  septième  puissance. 

Brioschi  (F.).  — Sur  l'équation  du  cinquième  degré. 
Suite  de  la  Communication  du  22  mars. 

Laguerre.  —  Sur  un  théorème  de  Géométrie. 

L'auteur  rappelle  d'abord  une  relation  qu'il  a  donnée  dans  le 
Bulletin  de  la  Société  Philomathique.  t.  MI,  p.  5i.  Etant  don- 
nées sur  une  surface  deux  courbes  S,  S'  se  touchant  en  M,  soient 
p  et  r  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  de  2  au  point  M,  n 
l'angle  que  fait  en  ce  point  le  plan  oscillateur  avec  la  normale  à  la 
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surface,  et  désignons  par  des  lettres  accentuées  les  valeurs  des 
mêmes  quantités  relatives  à  la  courbe  —' .  Portons  sur  les  deux 
courbes  une  même  longueur  ds;  on  aura 

,  2  ds\        1  d'j  ,  (  ,    ,       2  ds\        1   dd 

Its ;  —  1  -f-  ■=■  — -  =  tang  rs     cm  —  =•  — 7  1  -+-  -~  — r) 

o  /■  /        3  p  V  -3''/        J    p 

équation  à  laquelle  on  peut    joindre    la    suivante,     donnée    par 

M.  O.  Bonnet  en  1848, 

,          ds         .   ,       ds 
cfo  —  —  —  ffe r- 

Au  moyen  de  ces  deux  formules  on  peut  mettre  immédiatement  en 
évidence  la  proposition  citée  plus  baut  de  M.  Ribaucour,  sur  les 
courbes  à  courbure  normale  constante. 

Bonnet  (0.\  —  Remarques  sur  la  Communication  précé- 
dente. 

Chevillif.t.  —  Sur  l'erreur  de  la  formule  de  Poncelet,  rela- 
tive à  l'évaluation  des  aires. 

~S°  13.  Séance  dn  3  avril  187j. 

Faye.  —  Sur  la  théorie  de  l'aspiration,  avec  des  remarques  sur 
la  nouvelle  ^otede  M.  Peslin. 

Marie  (M.).  —  Relation  entre  les  m  périodes  cycliques  de  la 
quadratrice  d  une  courbe  algébrique  de  degré  m. 

Jordan  (C).  —  Recherches  sur  les  covariants. 

On  sait  que  M.  Gordan  a  établi  que  les  covariants  des  formes 
binaires  sont  en  nombre  limité.  C'est  sur  cette  importante  ques- 
tion que  l'auteur  présente  des  aperçus  et  des  développements  nou- 
veaux. 

DurrAwde  (H.).  —  Sur  les  applications  des  théories  géné- 
rales delà  Dynamique  au  mouvement  d'un  corps  de  forme  va- 
riable. 

Gyldén  (H.).  —  Sur  une  méthode  de  calcul  des  perturbations 
absolues  des  comètes.  (Suite.) 

Peslin  (H.).  —  Théorie  des  tempêtes.  Réponse  à  M.  Faye. 
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j\"°  ii.  Séaoce  du  12  avril  i  8 7  o . 

Poiseux  (V.).  —  Comparaison  des  premières   observations  du 
passage  de  Ténus. 

Fate.  —  Résultats   des  observations  faites   en   Suède  sur  les 
courants  supérieurs  de  l'atmosphère. 

N°  15.  Séance  du  19  avril  1875. 

Fave. — Sur  la  trombe  des  ffa)  es  iTendômois),  3  oclobi-e  1871, 
et  sur  les  ravages  qu'elle  a  produits. 

Peslijn  (H.).  —  TJiéorie  des  tempêtes.  Réponse  à  31.  Faye. 


ARCI1IV  der  Mathematik  u.nd  Physik.  Gegriindet  von  J.-A.  Giunert,  fort- 
gesetzt  von  R.  Hoppe  ('). 

T.  LV:  1873. 

IIoppe  (R.).  —  Théorie  des  grandeurs  infinies  (10  p.)  ("). 

«  Cet  article  résout  un  problème  dont  la  solution  était  consi- 
dérée comme  impossible  par  Leibnitz  et  par  Lagrange  :  c'est  l'éta- 
blissement net  et  rigoureux  des  fondements  de  la  théorie  des 
quantités  infinies,  suffisants  pour  toute  application,  au  moyen  de 
deux  définitions  et  d'un  théorème  que  voici  : 

»  I.  Définition.  —  Aous  appelons  infiniment  petite  une  va- 
riable dont  la  valeur  absolue  peut  devenir  aussi  petite  que  l'on 
veut. 

»  II.  Définition.  —  Plusieurs  variables  sont  dites  infiniment 
petites  lorsqu'on  peut  les  rendre  toutes  à  la  fois  aussi  petites  que 
l'on  veut. 

»  III.  Théorème.  —  Deirx  constantes  qui  diffèrent  infiniment 
peu  d'une  même  variable  sont  égales  entre  elles. 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  112. 

Vkis  revenons  sur  cet  article,  déjà  signalé  [l.  Vil,  p.  u3),  pour  insérer  une 
Note  communiquée  par  l'auteur,  où  ses  conclusions  éminemment  exactes  sont  résumées 
avec  une  grande  clarté. 
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»  Démonstration.  —  Soient  a  —  x  et  b  —  x  infiniment  petits. 

Si  l'on  supposait  que  les  constantes  a  et  b  ne  fussent  pas  égales,  et 

que  a  lut  la  plus  grande  des  deux,  -  (a  —  b)  serait  positif,  et  l'on 
pourrait  faire  en  sorte  que  l'on  eût 

a  —  x  <C_  -  ( a  —  b). 

En  soustrayant  les  deux  membres  de  a  —  b,  il  s'ensuivrait  que 

x  —  b>-(a  —  b), 

2 

et  que,  par  suite,  b  —  x  ne  serait  pas  infiniment  petit,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse.  Donc  la  supposition  ne  peut  être  vraie,  et 
il  faut  que  l'on  ait  a  =  b. 

»  Les  quantités  infiniment  grandes  peuvent  être  définies  soit 
d'une  manière  analogue,  soit  par  leurs  réciproques. 

»  Les  définitions  ci-dessus  réfutent  un  préjugé  vulgaire,  source 
de  cette  apparence  mystérieuse  et  de  ces  difficultés,  qui  se  sont 
opposées  si  longtemps  à  l'intelligence  de  la  notion  des  quantités 
infinies.  On  s'imaginait  que  l'infini  ne  pouvait  être  considéré  que 
comme  constant,  sans  se  rendre  raison  de;  cette  conception.  Aussitôt 
que  l'infini  est  regardé  comme  variable,  toute  dillieulté  disparait, 
et  un  écolier  commençant  l'arithmétique  est  capable  de  comprendre 
facilement  l'application  des  quantités  infinitésimales. 

»  De  même,  le  théorème  III  détruit  une  autre  opinion  erronée. 
On  croyait  que  le  résultat  rigoureux  d'un  calcul  infinitésimal  n'était 
obtenu  que  lorsqu'une  différence  infiniment  petite  s'évanouissait. 
Le  théorème  fait  voir,  au  contraire,  que  ni  a — x,  ni  b  —  x  ne 
s'évanouissent,  et  que  néanmoins  l'équation  exacte  a  =  b  en  est 
une  conséquence  rigoureuse. 

»  Le  Mémoire  traite  ensuite  de  l'application  de  l'infini  dans 
l'enseignement  élémentaire  et  dans  la  théorie  des  fonctions.  Enfin, 
une  remarque  élucide  la  question  de  l'infini  absolu,  qui  n'est  autre 
chose  que  l'infini  variable,  mais  arbitraire,  et  qui,  dans  l'ignorance 
où  l'on  est  de  la  loi  de  sa  variation,  semble  être  réellement  absolu. 
L'infini  absolu  ne  peut  se  concevoir  et  n'a  jamais  été  défini.  Il  reste 
à  l'état  d'idée  vague  et  incomplète,  jusqu'à  ce  que  l'on  détermine 
sa  notion,  en  le  considérant  comme  variable.    » 
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Wagmer  (C). — Problème  sur  la  théorie  des  courbes  enveloppes. 

(7  P-) 

«   On  donne  une  courbe  plane  c  par  son  équation  en  coordon- 
nées orthogonales 

(c)  F(x,  y)  =  o, 

et  pareillement  une  seconde  courbe  d  avec  deux  paramètres  varia- 
bles a,  (3, 

(c')  o{x,y,  x,  (3)  =  o. 

La  courbe  c  peut-elle  être  considérée  comme  l'enveloppe  des 
courbes  représentées  par  l'équation  (c'),  et  quelle  relation  doit 
exister  entre  x  et  [i  pour  qu'il  en  soit  ainsi:'  » 

Ce  problème  peut  aisément  s'étendre  au  cas  des  surfaces. 

Zahradkik  (K.).  —  Les  courbes  cissoïdales  (*).  (3  p.) 

Zahradnik  (K..).  —  Un  théorème  de  Géométrie.  (4  P-) 
Si  deux  sommets  d'un  triangle  se  meuvent  sur  deux  droites 
fixes,  et  que  ses  côtés  tournent  autour  de  trois  points  fixes  situés 
en  ligue  droite,  le  troisième  sommet  décrira  aussi  une  droite, 
qui  passera  par  le  point  d'intersection  des  deux  premières.  Dans 
ce  mouvement,  le  centre  de  gravité  du  triangle  variable  décrira 
une  courbe  rationnelle  du  troisième  ordre,  à  trois  asymptotes 
réelles. 

ZahradjvÎk   (K.).  —  Quelle  est  l'équation  de  condition  pour 
que  quatre  points  soie?it  situés  sur  un  même  cercle?  (2  p.) 

Gunther  (S.).  —  Démonstration  simple  d'un  théorème  sur  le 
volume  du  tétraèdre,  (g  p.) 

Le  volume  d'un  tétraèdre  a  pour  expression  -r  ab  7  cosv,  a  et  b 

étant  deux  arêtes  opposées,  c  leur  plus  courte  distance,  et  v  l'angle 
qu'elles  font  entre  elles. 

1     \oir  Bulletin,  l.  Mil.  p.   n3. 
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Gunther  (S.).  — Sur  quelques  applications  et  quelques  exten- 
sions du  théorème  de  Hauber.  (i5  p.) 

Il  s'agit  dans  cet  article  de  formuler  un  critérium  pour  recon- 
naître dans  quel  cas  une  proposition  donnée  est  conversible.  Ce 
critérium  a  été  donné,  il  y  a  longtemps,  par  Hauber  (  1  ^^5-1 85 1  ), 
anciennement  professeur  à  Stuttgart,  et  très-versé  dans  l'étude  des 
géomètres  de  l'antiquité,  dans  un  Ouvrage  intitulé  :  Scholœ  logico- 
mathematicœ;  Reutlingœ,  1829.  Voici  comment  Hauber  énonce 
son  Tlieorema  novum  nec  inelegans  et  multipliais  in  mathematica 
saltem  doctrina  usus  : 

<t  Si  genus  aliquod  dividatur  in  suas  species  duplici  ratione,  et 
singulis  speciebus  unius  divisionis  respondeant  singulaî  species 
alterius  ut  attiibuta  :  vicissim  etiam  singulis  speciebus  alterius 
divisionis  singulœ  species  prioris  ut  attiibuta  respondebunt.  Ut 
si  genus  quoddam  A  dividatur  prinium  in  species  b,  c,  ac  deinde 
in  species  (5,  y  :  ut  omne  A  sit  aut  b  aut  c,  et  rursus  omne  A  sit 
aut  (3  aut  y  ;  et  praeterea,  quoe  sint  ex  specie  Z>,  iis  attribuuntur  (3-, 
quae  ex  specie  c,  iis  y  :  bis  igitur  positis,  vicissim,  qusc  sunt  ex 
specie  |3  ,  iis  attribuuntur  b  ;  et  quœ  ex  specie  y,  iis  attribuun- 
tur c.  » 

M.  Gùntber  indique  les  recherches  faites  par  d'autres  mathéma- 
ticiens sur  le  même  sujet,  et  applique  le  théorème  à  diverses  propo- 
sitions de  Géométrie  analytique. 

Hoppe  (R-)-  — Principes  de  la  théorie  analytique  des  courbes. 

(44  p.) 

Cet  article  fait  suite  à  un  article  publié  par  l'auteur  dans  le 
volume  précédent  de  X Archiv  (').  Nous  allons  reproduire  une  ana- 
lyse, que  l'auteur  a  bien  voulu  nous  communiquer,  des  points  qui 
caractérisent  la  méthode  exposée  dans  ces  deux  Mémoires  : 

«  Une  courbe  est  considérée  comme  engendrée  par  le  mouve- 
ment d'un  point.  Toutes  les  déterminations  de  la  nature  de  la 
couibe,  consistant  en  partie  dans  certains  plans  et  dans  certaines 
droites,  proviennent  de  ce  mouvement  et  de  celui  de  ces  plans  et  de 
ces  droites  qui  accompagnent  le  point  générateur.  Il  fallait  donc 
établir  préalablement  les  lois  du  mouvement  d'un  plan  et  d'une 
droite. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.   114. 
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»  Le  premier  objet,  de  la  théorie  est  le  système  orthogonal  des 
trois  axes  mobiles  avec  le  point  (tangente,  normale  principale, 
binormale)  et  des  trois  plans  mobiles  correspondants  (plan  normal, 
plan  rectifiant,  plan  oscillateur) .  Ce  système  est  déterminé  par  celui 
des  neuf  cosinus  de  direction 

/.  g,  ^ 
./".  S'.  A', 
/,        m,     n, 

dont  les  valeurs  résultent  du  mouvement  du  plan  normal.  Cette 
méthode  introduit,  au  lieu  des  rayons  de  courbure  et  de  torsion,  les 
angles  de  courbure  et  de  torsion,  t  et  S,  définis  par  les  équations 

d^—df'+dg1  -hd/i\ 
(/S-2=  (//'  -+-  dur -h  iln-. 

»  Il  est  essentiel  de  remarquer  que,  en  vertu  des  équations 

dx—fds,     dy  =  gds,     dz  =  hds, 

les  déplacements  rf.r,  f/v,  dz  sont  décomposés  en  deux  facteurs  dont 
chacun  ne  contient  qu'une  seule  des  deux  fonctions  qui  détermi- 
nent la  courbe,  et  que  le  facteur  ds,  exprimant  les  dimensions  élé- 
mentaires de  la  courbe,  n'entre  pas  dans  le  calcul,  quand  on  prend 
constamment  t  (ou  S)  pour  variable  indépendante,  puisqu'on  a 

f'—df       l—\S    «"'  I. 

J  -7T-:  l-\  k  k'  h 

que,  par  conséquent,  dans  tout  le  reste  de  la  théorie,  la  courbe  ne 
dépend  que  d'une  seule  fonction,  savoir,  d'une  fonction  de  7. 

»  Maintenant  les  formules  fondamentales  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

df=f'dz,     dl  =  -f'dS,     df'=ldS-fdr, 

équations  applicables  à  un  are  quelconque  dans  1  espace,  et  par 
suite  suffisantes  pour  le  cas  de  trois  axes  orthogonaux.  En  les  com- 
parant avec  les  formules  équivalentes,  exprimées,  comme  elles  le  sont 
d'ordinaire,  au  moyen  des  rayons  de  courbure  et  de  torsion,  et  en 
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.  ds    ds 

remarquant  que  ces  rayons  ont  pour  valeurs  -3-)  -j-j  on  voit  que 

celles-ci  contiennent  l'élément  ds  qui  est  superflu  ;  cet  élément  est 
un  facteur  qui  doit  se  détruire  partout,  et  alors  non-seulement  les 
formules  fondamentales,  mais  aussi  tous  les  problèmes  relatifs  aux 
courbes  se  trouvent  essentiellement  simplifiés. 

)>  C'est  dans  le  Cliapitre  sur  les  courbes  accompagnantes  beglei- 
tende  Curven)  que  cet  avantage  ressort  avec  évidence.  Si  l'on  pose, 
en  ellèt, 

xx  =  x  -4-  /»/*-*-  ql  -t-  rf, 

équation  applicable  à  tous  les  axes  et  qui  détermine  la  relation 
entre  la  courbe  s,  engendrée  par  le  point  (x,y,  2),  et  la  courbe  ,v, 
engendrée  par  le  point  [x^y^  Zi),  il  sullit  de  la  différentier  d'après 
les  formules  fondamentales,  pour  obtenir  séparément  la  relation 
entre  les  arcs  s  et  s15  et  les  relations  entre  les  coefficients  j\  l,f  et 
les  coefficients  y,,  li,ft  ,  qui  déterminent  le  système  des  axes  ac- 
compagnants. Les  résultats  contiennent,  comme  cas  particuliers,  les 
théories  des  développantes,  des  développées  et  des  courbes  enve- 
loppes de  diverses  droites,  en  un  mot,  de  toutes  les  courbes  dépen- 
dantes, discutées  jusqu'à  présent,  théories  qui  découlent  ainsi  d'une 
source  commune. 

»  Outre  ces  théories  connues,  la  méthode  exposée  ici  met  en 
lumière  un  théorème  qui,  malgré  sa  simplicité,  a  échappé  à  l'atten 
tion  des  analystes.  Si  deux  courbes  s  et  5,  sont  assujetties  aux  re- 
lations 

f,  =/cosa  —  Isinx,     l,  =/sinx  -f-  Icosz,    f[-=f't 

c'est-à-dire,  si  le  système  des  axes  accompagnants  de  l'une  provient 
de  celui  de  l'autre  par  une  rotation  d'un  angle  constant  autour  de 
l'axe  principal,  les  mêmes  relations  ont  lieu  entre  les  quantités  5, 
t,  o,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

5,^3-cosa  —  rsina,     t,  =  S-sinz  -f-  z  cosa. 

Par  conséquent,  si  5  et  -  sont  les  coordonnées  d  un  point  par  rap- 
port à  la  tangente  et  à  la  biuormale  de  s.  Zt  et  t,  seront  les  coor- 
données du  même  point  par  rapport  à  la  tangente  et  à  la  biuormale 
de  s, . 
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»  Ce  point  décrit  sur  le  plan  rectifiant  des  deux  courbes  une 
ligne  nommée  ligne  de  torsion. 

»  La  relation  entre  ;  et  5  sert  de  principe  pour  la  classification 
des  courbes,  et  s'appelle  l'équation  spécifique.  Elle  caractérise  une 
famille  de  courbes.  De  chaque  famille  on  déduit  un  cycle  de  fa- 
milles, en  faisant  tourner  le  système  des  axes  accompagnants  au- 
tour de  l'axe  principal  ;  ce  cycle  est  caractérisé  par  la  ligne  de 
torsion,  qui,  d'après  lu  théorème  précédent,  est  commune  à  toutes 
ces  familles. 

»  Le  cas  le  plus  simple  de  l'équation  spécifique  est 

5  =  -  tanga, 

où  la  ligne  de  torsion  est  droite.  Ce  cycle  contient  la  famille  des 
courbes  planes,  correspondant  à  la  valeur  a  =  o.  Après  les  familles 
à  torsion  linéaire  vient  la  famille  des  courbes  à  torsion  circulaire, 
dont  l'équation  spécifique  est 

y--\-  t2=  const., 

et  qui,  évidemment,  constitue  son  cycle  par  elle-même.  Dans  ces 
deux  cas  et  dans  quelques  autres,  les  intégrations  qui  conduisent  à 
la  représentation  des  courbes  en  coordonnées  ordinaires  peuvent 
s'effectuer,  et  les  résultats  sont  donnés  dans  le  Mémoire. 

»  En  général,  le  problème  de  trouver  l'équation  en  coordonnées 
se  ramène  à  une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre, 

,r-r       .fà  dr        i 
dz1  dz  a-       4 

De  chaque  solution  particulière  q1  on  déduit  une  autre  solution  y, 
qui  est  la  valeur  conjuguée  à 

.  dr 


et  alors  les  quantités  cherchées  sont 

„  q,dq-hq</qt  .q.dq  —  qdq, 

/=>-«■.    /i  =  -    -    d.  *-*-  '      l  =  l  dz 

Les  valeurs  correspondantes,  relatives  aux  deux  autres  axes  ortho- 
gonaux, s'expriment  aussi  sous  une  forme  semblable.   » 
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IÎrod.v  (  K.).  —  Contributions  à  la  théorie  des  fractions  déci- 
males périodiques.  (i4  p.) 

L'auteur  donne  des  règles  pour  déterminer  la  période  du  quotient 
relativement  à  certaines  formes  du  dénominateur.  11  étend  ces  règles 
à  un  système  de  numération  quelconque. 

Hain  (E.).  —  Divers  théorèmes  sur  les  transversales  d'un 
triangle.  (4  p.) 

Dostor  (G.).  ■ — ■  Equation  du  cercle  en  valeur  des  dérivées  et 
du  rayon.  (2  p.;  fr.) 

Unfeudinger  (Fr.).  —  Sur  la  résolution  d'un  système  linéaire 
d'équations 

xi                m  -ji 
>  xr  sin =  /»•„,     f  n  =  1 ,  2, .  . . ,  m). 

Zjr  ni  -+-  I  v 

(»P0 

Silldotif.  —  Théorème  sur  la  parabole.  (2  p.) 

Beumaniv.  —  Deux  théorèmes  sur  le  triangle.  (1  p.) 

Hoppe  (R.).  — Construction  des  racines  réelles  d'une  équation 
du  quatrième  ou  du  troisième  degré  au  moyen  d'une  parabole 
fixe.  (2  p.) 

Affolter  (Fr.-G.j.  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  du  troisième 
ordre.  (21  p.) 

ZAURAmMiK  (K.).  —  Courbes  planes  rationnelles  du  troisième 
ordre.  (19  p.) 

Hoppe  (R.).  —  Sur  le  problème  du  système  de  surfaces  triple- 
ment orthogonal.  (Suite.)  (2  art.,  10-17  p.) 

Zajaczkowski  (AVI.).  —  Sur  l'intégration  d'un  système  d'é- 
quations linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
(12  p.) 

Soit  le  système  des  n  équations  aux  dérivées  partielles 

(1)  A,-V  =  o,     (i  —  i,  2,. . .,  n), 

où  A,  désigne  le  signe  d'opération 

A,  =  X,.,  Dx,  h-  N,,,  I)x,  +  . . .  +  X„„+/)D,;|/ 

Bull,  des  Sciences  mal/uni.  et  astron.,  t.  VIII.  (Avril  iS;!J.)  12 
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Jacobi,  dans  son  Mémoire  posthume  ('),  a  fait  voir  comment  on 
peut  trouver  une  solution  commune  aux  équations  i),  si  les  coef- 
ficients X,-^  satisfont  à  certaines  conditions.  Clebsch  a  complété  la 
méthode  de  Jacobi  en  montrant  (-)  comment  on  peul  trouver  par 
cette  méthode  toutes  les  solutions  communes  et  comment  un  sys- 
tème dont  les  coefficients  ne  satisfont  pas  à  ces  conditions  peut  être 
ramené  à  un  autre  où  elles  sont  satisfaites. 

La  démonstration  donnée  par  Jacobi  de  la  nécessité  de  ces  con- 
ditions n'est  pas  naturelle;  elle  s'appuie  sur  un  priucipe  de  Pois- 
son, étranger  au  sujet,  de  sorte  qu'on  n  aperçoit  pas  immédiatement 
que,  dans  le  cas  où  ces  conditions  sont  remplies,  le  système  admet 
réellement  p  solutions  communes.  On  peut  remédier  à  ce  défaut 
en  suivant  la  marche  tracée  par  Boole  3).  et  ramenant  le  système  (i) 
à  un  système  de  p  équations  aux  différentielles  totales  entre  n  -h  p 
variables,  analogue  à  la  réduction  employée  dans  le  cas  d'une  seule 
équation  aux  dérivées  partielles,  et  déduisant  les  conditions  d'in- 
tégrabilité  du  premier  système  de  celles  du  second.  Boole  a  bien 
donné  la  réduction  dont  nous  venons  de  parler,  mais  on  ne  trouve 
pas  dans  son  livre  la  déduction  que  nous  venons  de  signaler  des 
équations  de  condition.  C'est  cette  lacune  que  l'auteur  se  propose 
de  combler  dans  sou  Mémoire. 

Zajaczkowski  (Wî.).  —  Contributions  à  (a  théorie  des  solu- 
tions singulières  des  équations  différentielles  ordinaires  du  pre- 
mier ordre.  (5  p.) 

L'auteur  démontre,  satisfaire  usage  de  l'intégration,  les  condi- 
tions établies  par  Boole  (4)  pour  reconnaître  si  une  solution  donnée 
d'une  équation  différentielle ,  sans  constante  arbitraire,  est  une 
intégrale  particulière  ou  une  solution  singulière. 

Stoeckly  (L.).  — Propriétés  des  courbes  provenant  de  fonctions 
rationnelles  et  entières  du  troisième  degré.  (8  p.) 

Rath  (IL).  — ■  Les  triangles  rationnels.  (3j  p.,  3  tableaux.) 
L'auteur  traite  complètement  une  question,  jadis  fameuse  dans 


(')  Journal  de  Crelle,  t.  60. 

(î)  Journal  de  Crelle,  t.  05. 

(3)  TreatUe  on  differential  Equations,  Supplemcnttirr  J'vlume,  p.  ~t\. 

(')  Ibid.,  p.  33-3 i. 
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les  écoles  de  Pythagore  et  de  Platon,  et  que  les  modernes  semblent  a  voir 
un  peu  négligée,  la  question  des  triangles  rationnels  premiers,  c'est- 
à-dire  des  triangles  dont  les  côtés  sont  représentés  par  trois  nombres 
entiers  sans  diviseur  commun,  et  l'aire  par  un  nombre  rationnel. 
Les  Pythagoriciens  s'étaient  occupés,  comme  on  sait,  des  triangles 
rectangles,  et  avaient  donné  uue  règle  pour  les  former.  L'auteur 
en  déduit  la  formation  des  triangles  rationnels  quelconques,  et  éta- 
blit un  grand  nombre  de  théorèmes  sur  ces  triangles.  Le  Mémoire 
se  termine  par  trois  tableaux  systématiques  :  i°  des  triangles  pre- 
miers de  Pythagore;  2°  des  triangles  rationnels  premiers  dont  l'aire 
est  un  multiple  d'une  partie  aliquote  d'un  côté  au  moins;  3°  de  tous 
les  triangles  rationnels  premiers  dont  l'aire  n'est  pas  multiple  d'une 
partie  aliquote  d'un  côté. 

Matthiessen  (L.).  —  Sur  quelques  problèmes  de  la  théorie  des 
mouvements  autour  d'un  centre  d'attraction.  (i3  p.) 
Étude  du  mouvement  pour  diverses  lois  d'attraction. 

Dostor  (G.).  —  Propriétés  des  déterminants.  (2  p.;  fr.) 

Dostor  (G.).  — ■  Surface  des  quadrilatères  exprimée  en  déter- 
minants. (5p.;  fr.) 

Dostor  (G.).  —  Propriétés  da  tétraèdre.  —  Propriétés  du  si- 
nus des  trièdres.  (5  p.;  fr.) 

Guhther  (S.).  —  Sur  les  courbes sphériques.  (14  p.) 
Le  but  de  cet  article  est  de  faire  voir  avec  quelle  simplicité  l'on 
peut  étudier  un  grand  nombre  de  propriétés  des  courbes  sphéri- 
ques. La  marche  suivie  par  l'auteur  consiste  essentiellement  à 
transporter,  par  une  projection  immédiate  sur  la  sphère,  certaines 
propositions  démontrées  pour  les  ligures  planes.  11  obtient  ainsi, 
d'une  manière  très-naturelle,  quelques  théorèmes  qui,  bien  que 
très-simples  par  leur  nature,  n'avaient  cependant  pas  été  encore 
remarqués,  ou  du  moins  n'avaient  pas  été  énoncés  expressé- 
ment. 

Guhther  (S.).  —  Sur  la  théorie  mathématique  de  l'échiquier. 
(i.p.) 

Guhther  (S.).  —  Remarques  sur  les  jonctions   cylindriques. 
(5  p.) 
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Dostou  (G.).  —  Calcul  élémentaire  du  nombre  des  boulets 
contenus  dans  les  /nies  des  arsenaux  d  artillerie,    .[  p.;  fr.) 

Bewder  (C). — Détermination  du  nombre  maximum  de  sphères 
égales  qui  peuvent  toucher  à  la  fois  une  autre  sphère  de  même 
rayon.  (Suivi  cl 'une  Remarque  de  la  rédaction.)  (11  p.) 

L'auteur  arrive  à  cette  conclusion,  qu'une  sphère  ne  peut  pas 
être  touchée  par  plus  de  douze  sphères  de  même  rayon  qu'elle. 

Curtze    (M.).  —   Cinq    lettres   inédites    de    Gemma  Frisius. 

(«4  p.) 

Publiées  d'après  les  originaux,  conservés  à  la  bibliothèque  de 
l'Université  d'T  psal.  Ces  originaux  font  partie  d'une  précieuse  col- 
lection en  deux  volumes,  contenant  presque  exclusivement  des 
lettres  adressées  à  Johannes  Dantiscus  (Johann  Flaxbinder),  l'ami 
de  Copernic,  et  qui  avaient  été  prêtées  à  la  Société  Copernicienne  de 
Thorn,  à  l'occasion  de  la  dernière  fête  séculaire  du  grand  astro- 
nome. M.  Curtze  a  profité  de  la  présence  du  manuscrit  pour  copier 
ces  lettres,  où  l'on  trouve  un  important  complément  au  Chapitre 
consacré  à  leur  auteur  par  A .  Quetelet  dans  son  Histoire  des 
Sciences  mathématiques  chez  les  Belges. 

Augtjst  (F.).  —  Théorème  sur  le  triangle.  ;  2  p.) 

Ligowski.  —  Sur  une  certaine  classe  de  séries  d'un  emploi 
fréquent  en  Trigonométrie  et  en  astronomie.    3  p. 

Dickstein  (S.). —  Remarque  sur  la  formule  de  Ligowski  pour 

le  calcul  du  cercle.  (3  p. 

\\  \ >si  rschleben  (v.).  —  Sur  la  division  de  l'angle.  (  2  p.) 

Meissel  (E.).  —  Remarques  sur  la  réduction  des  intégrales 
elliptiques  complètes  de  seconde  espèce  aux  intégrales  complètes 
de  première  espèce  pour  le  même  module.  (1  2  p. 

L'auteur  montre  que  cette  réduction  peut  se  faire  dans  une  infi- 
nilé  de  cas.  Par  exemple,  pour  /,  =  \  2  —  1  ,  on  a 


(.-^Fd^TO 


e  („•,_**: 

4 1<  (  h 

Zahradni'k  (K.).  —  Systèmes   harmoniques    de  points  sur  les 
courbes  rationnelles  du   troisième  et  du  quatrième  ordre.    ">  p.) 
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Hoppe  (R.).  —  Volume,  de  l'hexaèdre  compris  entre  des  sur- 
faces orthogonales  du  second  degré,  et  aires  de  ses  faces.  (32  p.) 

Oberbeck  A.).  —  Sur  la  théorie  de  la  boussole  des  tangentes. 
(6P.) 

Oberbeck  (A.).  —  Sur  les  courants  d'induction  stationnaires 
dans  les  conducteurs  matériels  en  mouvement .  (i3  p.) 

Nell.  —  Sur  la  résolution  la  plus  générale  des  équations  du 
quatrième  degré.  (i5  p.) 

L'auteur  dispose  les  formules  qui  donnent  cette  résolution  de 
manière  à  pouvoir  les  employer  pour  le  calcul  numérique  des  ra- 
cines, et  il  donne  des  exemples  de  cette  application. 

Siebel  (A.).  —  Recherches  sur  les  équations  algébriques. 
(i5P.)  _ 

Premier  article  :  Construction  des  racines  réelles. 

K.llp. —  Contribution  à  la  théorie  des  transversales,  (i  i  p.] 


ARCHIVES  NÉERLANDAISES  des  Sciences  exactes  et  naturelles  ('). 

T.  VIII;  iS;3. 

Sciiurijvga  (P.).  —  Les  trajectoires  minima  :  3  f      a  Mds  =  o. 

ds, 

(.2  p.) 

Analyse  laite  par  l'auteur  de  sa  dissertation  inaugurale  (2).  Sui- 
\ant  la  nature  de  la  fonction  o,  les  courbes  déterminées  par  la 
condition    ci-dessus    possèdent  telle  ou  telle   propriété  générale. 

Par  exemple,   pour  <y(e)=— ,  on   a   les   brachistoclirones  ;    pour 

ç(y)=const.,  les  lignes  géodésiques ;  pour  o'r)  =  r.  les  lignes 
décrites  par  un  point  matériel  en  vertu  du  principe  de  la  moindre 
action  et  auxquelles  M.  E.  Pioger,  dans  son  Mémoire  sur  les  tra- 

(')  Voir  Bulletin,  t.  V,  p.  099. 

(5)  Beschouwingen  over  de  minimum-loopbanen  Si  luin  1872. 


i8a  BULLETIN   DES  SCIENCES 

jectoires  minima,  publié  à  la  suite  de  sa  traduction  des  Disquisi- 
tiones  générales  circa  superficies  curvas  de  (iauss.  a  donné  le  nom 
de  trajectoires  naturelles.  JM.  Schuringa  reprend,  dans  sa  disser- 
tation, les  recherches  de  M.  Roger,  dont  il  rectiiie  quelques  points. 
Son  travail  est  divisé  en  cinq  Chapitres,  dont  le  premier  est  consa- 
cré à  la  position  générale  du  problème  ;  il  y  discute  particulière- 
ment les  termes  aux  limites.  Le  deuxième  Chapitre  s'occupe  des 
forces,  la  plupart  dans  le  plan  normal  à  la  trajectoire,  qui  agissent 
sur  le  point  matériel.  Dans  le  troisième,  l'auteur  traite  delà  classi- 
lication  des  trajectoires  minima.  Dans  le  quatrième,  il  étudie  spé- 
cialement les  trajectoires  naturelles  et  le  principe  de  la  moindre 
action.  Enfin  le  dernier  Chapitre  a  pour  objet  l'examen  de  quel- 
ques familles  plus  importantes  de  trajectoires  minima. 

Rink  (H.-J.j .  —  Sur  la  vitesse  du  son  d'après  les  recherches  de 
M.   Regnault.  (i5  p.) 

Objections  laites  aux  conclusions  que  M.  Regnault  a  cru  pou- 
voir tirer  de  ses  expériences  d'où  il  déduit  que  la  vitesse  du  son 
dépendrait  de  son  intensité.  M.  Rink  conteste  cette  opinion,  en 
s' appuyant  sur  les  résultats  mêmes  des  expériences  du  physicien 
français. 

Oudemams  |  A.-C).  —  Sur  l'influence  que  les  agents  de  disso- 
lution optiquement  inactifs  exercent  sur  le  pouvoir  rotatoire  spé- 
cifique des  matières  actives.  (34p-) 

Bierehsde  Ha  an  (D.).  —  Xotesur  la  quadrature  par  approxi- 
mation. (22  p.) 

Extrait  des  Verslagen  en  Mededeelingen  de  l'Académie  des 
Sciences  d'Amsterdam  ('). 

Bieress  oE  Haam  (D.).  —  Sur  quelques  intégrales  définies  à 
facteur  e?*",  cos,;^')  et  sin  qx?)  (l).  1 1 3  p.) 

Bierexs  de  Haam  (D.). —  De  l'intégrale  définie  j  lY{x)dx  ('). 
(5  p.) 

Michaelis    G.-J.). —  Mouvement  d' un  solide  dans  un  lu/tut!*-. 

Voir  Bulletin,  t.  \  1!.  p.    1  !  \. 
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Après  avoir  rappelé  les  résultats  généraux  obtenus  par  M.  Kirch- 
hoff  ('),  qui  a  donné  la  solution  du  problème  pour  le  cas  où  le 
corps  est  un  solide  de  révolution,  l'auteur  considère  le  cas  d'un 
solide  de  forme  quelconque,  et,  en  faisant  des  suppositions  parti- 
culières sur  la  nature  du  mouvement,  il  obtient  certains  résultats 
intéressants. 

Giunwis  (C.-H.-C).  —  Sur  la  théorie  des  résonnateurs. 
(i6p.)H 

T.  IX;    1874. 

Hoorweg  (M.-J.-L.).  —  Sur  la  théorie  de  Doppler.  (4°  p) 
Dans  un  Mémoire  publié  à  Prague  en  1842,  et  intitulé  :  Lieher 
dos  farhige  Licht  der  Doppelsterne,  Doppler  a  déduit  très-simple- 
ment de  la  théorie  des  ondulations  une  nouvelle  conclusion  appli- 
cable au  son  et  à  la  lumière,  savoir,  que  lorsque  la  source  de  vi- 
bration ou  l'observateur  se  meuvent,  les  tons  et  les  couleurs  doivent 
se  présenter  autrement  que  dans  l'état  de  repos  relatif.  C'est  cette 
conclusion  générale,  désignée  sous  le  nom  de  Théorie  de  Dop- 
pler, que  M.  Hoorweg  soumet  à  un  examen  plus  détaillé,  en  fai- 
sant  totalement  abstraction  des  conséquences  ultérieures  concer- 
nant la  couleur  des  étoiles  doubles,  etc.  Cet  examen  a  semblé  à 
l'auteur  confirmer  entièrement  la  théorie  de  Doppler,  contrairement 
à  l'opinion  soutenue  par  M.  \  an  der  "\\  illigen. 

Vam  der  Willigem  (V.-S.-M.).  —  Sur  la  fausseté  de  la  pro- 
position ijiie  la  réfraction  des  rayons  lumineux  est  modifiée  par 
le  mouvement  de  la  source  lumineuse  et  du  prisme.  (90  p.) 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  la  réfutation  de  la  théorie  de  Doppler. 

Buys-Ballot  (C.-H.-D.).  —  Sur  la  signification  du  congrès 
météorologique  </<-  /  ienne  pour  I  avenir  de  lu  Météorologie. 
(7P-) 

Batjmhauer  (E.-1I.  von).  —  Sur  un  météorographe  universel, 
destiné  aux  observations  solitaires.  (29  p.) 

Hoek.  —  Sur  les  comètes  1860  III,  1 863  I  et  i863  M.  (26  p.) 


(')  Journal  ,/<■  Crelle-Borchardt,  t.  71.  Voir  Bulletin,  l.  III,  p.  i  I  | 
{'■)  Voir  Bulletin,  t.   \  II,  p.  i  io. 
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De  Jonc.  (J.).  — Sur  l'intégration  de  l'équation  différentielle 
linéaire  ilu  second  ordre.  [i:>.  p.) 

«  Dans  un  travail  antérieur  ('),  l'auteur  a  cherché  à  établir  théo- 
riquement, nu  moyen  de  l'équation  intégrante,  l'intégrale  particu- 
lière de  l'équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  constants. 
La  même  chose  a  été  faite  par  M.  Bierens  de  Maan  pour  l'équa- 
tion différentielle  linéaire  à  puissances  successives  de  la  variable 
indépendante  (2).  Ces  recherches  ont  fait  reconnaître  une  im- 
portance toute  spéciale  aux  relations  (pie  M.  Mayr  a  indiquées 
entre  l'intégrale  particulière  de  l'équation  différentielle  linéaire  et 
celle  de  l'équation  intégrante  qui  s'en  déduit.  S'il  «'tait  possible  de 
trouver  des  relations  analogues  pour  d'autres  catégories  d'équations 
différentielles  linéaires,  un  grand  pas  serait  l'ail  ;  à  l'aide  d'une 
pareille  relation,  une  équation  différentielle  linéaire  de  l'ordre  n 
pourrait,  en  effet,  être  réduite  à  une  équation  de  l'ordre/;—  i. 
Malheureusement,  il  est  tout  aussi  difficile  de  trouver  des  relations 
de  ce  genre  entre  v  et  œ  que  d'intégrer  les  équations  différentielles 
elles-mêmes,  comme  on  peut  le  voir,  pour  les  deux  cas  les  plus 
simples,  dans  les  deux  Mémoires  rappelés  ci-dessus.  L'auteur  a 
donc  essayé  de  suivre  la  voie  opposée,  et,  partant  d'une  relation 
déterminée  entre  y  et  <j>,  il  s'est  proposé  de  construire  l'équation 
différentielle  à  laquelle  convient  cette  relation,  ce  qui  permet  alors 
de  déterminer  en  même  temps  une  intégrale  particulière  de  celle 
équation.  Dans  ce  Mémoire,  M.  de  Jong  se  borne  à  l'équation  dif- 
férentielle linéaire  du  second  ordre.  La  méthode,  il  est  vrai,  s'ap- 
plique aussi  aux  équations  d'ordre  supérieur;  mais  les  difficultés 
analytiques  s'accroissent  alors  dans  une  proportion  considérable.  » 


:'     \,,i.  Bulletin,  1.  V,  p.  281. 
:     Voir  Bulletin,  l.  VII,  p.  12S. 
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ZEITSCHRIFT  i-i'n  Mathematik  dnd  Piiysik,  herausgegeben  von  D1  0.  Sciiùi- 
hilch,  Dr  E.  Kaiii,  und  Dr  Cantor  ('). 

T.  XIX;  1874. 

Hesse  (O.).  —  Sept  leçons  sur  la  Géométrie  anal)  tique  des  co- 
niques. (5î  p.) 

Ce  petit  Traité  a  été  imprimé  séparément.  On  y  retrouve  toute 
l'élégance  qui  caractérise  les  productions  de  l'illustre  géomètre. 

\\  eihrai  ni  K..).  —  Sur  les  formes  dans  lesquelles  sont  conte- 
nues les  solutions  d'une  équation  indéterminée  du  premier  de- 
gré. (i5p.) 

Ou  sait  que  les  solutions  d'une  telle  équation, 


S11*1 


=  A, 


dans  le  cas  où  elles  existent,  s'expriment  en  fonction  linéaire  d  un 
certain  nombre  d'indéterminées.  La  question  examinée  dans  ce  tra- 
vail est  la  suivante.  :  «  Etant  données  des  expressions  des  .r,  en 
fonction  linéaire  de  certaines  indéterminées  entières,  dans  quel  cas 
donnent-elles  toutes  les  solutions  ?  quelles  relations  y  a-t-il  entre 
les  expressions  qui,  prises  séparément,  donnent  chacune  toutes  les 
sol  m  ions?  » 

Gundelfinger  (S.).  —  Sur  la  théorie  des  transversales  des 
courbes  planes  algébriques.  (8  p.) 

Dans  le  tome  XMI  de  ce  Journal,  M.  Ed.  Weyr  a  donné  l'équa- 
tion de  l'enveloppe  des  cordes  de  longueur  constante  d'une  ellipse. 
L'auteur  se  propose,  dans  le  travail  actuel,  de  traiter  la  même  ques- 
tion pour  une  ému  lie  quelconque.  La  solution  qu'il  donne  de  cette 
intéressante  question  s'appuie  sur  une  forme  remarquable,  qu'on 
peut  donner  à  l'équation  aux  carrés  des  différences,  en  s'appuyant 
sur  les  principes  de  la  théorie  des  invariants.  L'enveloppe  cherchée 
est  la  classe  in  [n  —  1).  L'auteur  l'ait  l'application  aux  courbes  du 
deuxième  et  du  troisième  ordre. 

Cukize  (M.).  —  Reliquiœ  Copernicanœ.  I.  Sur  quelques    Vo- 

(')  Voil   Bulletin,  1.  VI,  p.  2',-. 
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tices  de  Copernic  dans  le  Atlui,  y.xrx  <rToi%tl*t  de  Joliannes  Cra- 
stonas  Mutinœ^  i%£i).  II.  Notice  sur  l'édition  princeps  d'Euclide, 
de  i48a  (formant  une  contribution  à  l'histoire  de  la  trisection 
de  l'angle).  III.  Extrait  des  Tabule  Astronomice  jilfonsi  Régis, 
et  des  Tabule  directionum  profectionumque,  etc.,  de  Joliannes 
Regiomontanus.  (2  art.,  6-27  p.) 

\  AN  Geer.  —  Sur  quelques  propriétés  des  surfaces  du  second 
degré.  (8p.) 



0       *  +  Y- 
(a  p.) 

Calcul  do  cette  intégrale  parla  méthode  des  contours. 

Schmidt  (W.). — Sur  la  solution  de  l'équation  t-  —  D«2=±4, 
ait  I.)  est  un  nombre  positif  impair  non  carré.  (2  p.) 

Heger  (R.).  — Démonstration  .simple  de  la  relation  communi- 
quée au  tome  XI  I  de  ce  Journal  entre  les  coordonnées  homo- 
gènes planes.  (1  p.) 

Ctmi'ZE  (M.).  —  Quelques  remarques  sur  le  Mémoire  de 
,1/.  Steinschneider  :  «  Thahit  (Thebit)  ben  Korra  »  (t.  XI  111 
de  ce  Journal).  (1  p.) 

Oomof  (jV).  —  lu  théorème  sur  les  actions  réciproques  à  des 
distances  finies.  (18  p.) 

Milikowski.   —   Sur   l' In  pocycloïde  à   trois   rebroussements. 

(23  p.) 

Développement  par  une  voie  élémentaire  de  la  théorie  de  celte 
courbe  célèbre,  étudiée  par  Steiner,  Cremona,  Clebsch,  Pain- 
\ in,  etc. 

Ekmepeb.  (A.).  —  Sur  les  ami, pies  osculatrices  des  courbes 
planes.  (16  p.) 

L'auteur,  après  avoir  rappelé  les  recherches  .ultérieures  et  en 
particulier  celles  d'Ampère,  qui  se  trouvent  au  \1\  "cahier  du  Jour- 
nal de  l'Ecole  Polj  technique  :  «  Sur  les  avantages  quon  peut 
retirer,  dans  la  théorie  des  courbes,  de  la  considération  des  para- 
boles osculatrices,  avec  des  réflexions  sur  les  fonctions  différen- 
tielles dont  la  valeur  ne  change  pas  lors  de  la  transformation  des 
axes  »,  traite  la  question  analogue  pour  les  coniques  quelconques, 
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par  une  méthode  qui  paraît  très-appropriée  à  la  nature  île  ce  pro- 
blème. Il  se  sert  des  expressions,  dues  à  Euler,  des  coordonnées 
d'un  point  de  la  courbe  en  fonction  de  l'angle  de  la  tangente  avec 
l'axe  des  x  et  du  rayon  de  courbure.  On  peut  ainsi  achever  les  cal- 
culs et  obtenir  plusieurs  résultats  précis. 

Bcrmestek  (L.).  —  Recherches  géométriques  et  cinématiques 
sur  le  mouvement,  d'un  système  plan  qui  se  meut  en  restant  sem- 
blable a  lui-même.  (16  p.) 

L'auteur  commence  par  considérer  le  cas  où  deux  points  du  sys- 
tème se  meuvent  sur  deux  lignes  droites  en  décrivant  des  longueurs 
proportionnelles  sur  ces  droites,  ce  qui  donne  lieu  à  d'intéressantes 
propositions. 

En  particulier,  citons  la  proposition  suivante,  rencontrée  aussi 
par  M.  Petersen  :  «  Les  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles 
qu'on  peut  former  avec  quatre  droites  se  coupent  en  un  même 
point.  » 

11  traite  aussi  le  cas  où  deux  points  du  système  décrivent  des 
courbes  semblables. 

Heger  (M.).  —  De  la  génération  des  courbes  du  troisième  et  du 
quatrième  ordre  par  deux  systèmes  collinéaires  de  rayons,  [y  p.) 

Matthiessen  (L.).  —  Démonstration  élémentaire  de  deux 
théorèmes  connus  d'Optique.  (4  p.) 

Ritsert  (E.).  —  De  la  forme  de  la  courbe  que  déterminent  des 
corps  légers  adhérents  qui  s'accumulent  sur  une  surface.  (2  p.) 

Supposons  que  la  surface  soit  un  cylindre  à  axe  horizontal;  des 
ilocons  de  neige  s'accumulent  sur  le  cylindre  et  lui  constituent  une 
enveloppe  cylindrique  dont  l'auteur  étudie  la  forme  en  faisant  abs- 
traction du  glissement  qui  pourrait  être  dû  au  poids.  La  courbe 
extérieure  est  un  limaçon  de  Pascal. 

Milimowski.  —  Détermination  de  V ordre  et  de  la  classe  de  la 
développée  d'une  courbe  du  n'è""  ordre.  (2  p.) 

L'auteur  tient  compte  du  cas  où  la  courbe  passe  par  les  points  à 
1  infini  sur  le  cercle. 

Si  iii.i.l  (W.).  —  Sur  les  accélérations  des  points  d'un  système 
plan  invariable  qui  se  déplace  dans  son  plan.  (20  p.) 

L'auteur  étudie,  par  une  voie  entièrement  géométrique,  les  pro- 
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priétés  que  l'on  doit  à  M.  Bresse  ('),  el  il  développe  plusieurs  con- 
séquences nouvelles  de  ces  propriétés. 

Milinowski.  —  Sur  la  théorie  des  insolations  cubiques  et  bi- 
quadratiques.  (14  p.) 

Ce  travail  contient  une  étude  détaillée  de  ces  învolutions  à  l'aide 
de  la  (  i-éométrie  pure  et  des  méthodes  de  transformation  des  figures 
dues  à  Steiner. 

NagelsbAch  (H.).  —  Sur  le  calcul  direct  des  nombres  de  Ber- 
noulli.  (i5  p.) 

L'auteur  démontre  plusieurs  formules  connues,  et  en  donne  de 
nouvelles,  en  s'appuyanl  sur  quelques  identités  entre  les  coeffi- 
cients du  développement  d'une  fraction  rationnelle  suivant  les  puis- 
sances de  la  variable. 

Poi  hhammer  (L.).  —  Sur  V évaluation  de  l'expression  AF  et  In 
/or/nation  des  équations  différentielles  des  milieux  élastiques 
isotropes  en  coordonnées  curvilignes  orthogonales.  (8  p.) 

ZlMMERMANM  (H.).  —  Du  mouvement  relatif  de  deux  surfaces 
de  révolution  qui  demeurent  en  contact.  (17  p.) 

L  auteur  étudie  successivement  le  cas  où  les  surfaces  se  touchent 
en  un  ci  en  deux  points. 

Eckardt  (E.).  —  l  ne  propriété  de  la  surface  hessienne  d  une 
surface  du  troisième  ordre.  (3  p.) 

Cirtze  (M.).  —  Le  livre  supposé  d' Euclide  sur  la  balance. 
(1  P-) 

Si  hlômilch  (O.).  —  Sur  la  construction  des  lignes  uvales.  (2  p.) 

Kottemtzsch  (Th.).  —  Sur  la  question  de\  systèmes  de  coor- 
données isothermes.  (6  p.) 

L'auteur  arrive  à  cette  conclusion,  qui  nous  parait  inexacte  : 
«  Un  système  de  surfaces  isothermes  constitue  toujours  une  famille 
d'un  système  triple  orthogonal.  » 

Matthiesseu  (L.).  —  Sur  l'algèbre  des  Chinois.    1  p. 


lire  mr  un  théorème  nouveau  concernant  les  mouvements  plans  et  mr  l'ap- 
plication de  la  Cinématique  à  la  détermination   </<■>   rayons  tic  courbure.  {Journal  de 
.  1  .'1 1, ,  hniqm  .  1    \\,  p.  89.) 
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Reuschle  (C.\ — Sur  les  équations  indéterminées  du  premier 
degré.  (1  p.) 

ThomAE  (J.).  — Intégration   d'une  équation   différentielle  du 
second  ordre  par  les  séries  de,  Gauss.  (i3  p.) 
Cette  équation  est  la  suivante  : 

h-x)  [i  —  kx)     ,fX    , 
x  '  •  '  (dlogxf 

-[«+(P+p'+a-i)*+*(i-«-a)*-(P+P')A-*,]5^ 

+  [tx  -hffl'Iex1)  y—o. 

liiDDE  (E.).  —  Sur  les  écarts  que  présentent  les  gaz.  en  parti- 
culier V  hydrogène,  relativement  à  la  loi  de  Mariotte.  (i3  p.) 

Simomy  (O.).  — Fondements  d'une  nouvelle  théorie  molécu- 
laire dans  l  hypothèse  d'une  seule  matière  et  d  un  seul  principe 
de  force  (suite).  (')  (20  p.) 

Ni  ll.  —  Sur  la  Géodésie  supérieure.  (3o  p.) 

Démonstration  nouvelle  du  théorème  de  Legendre  sur  les  trian- 
gles géodésiques,  et  généralisation  de  ce  théorème.  Résolution  des 
triangles  spliériqués. 

Weihrauch  (R-).  —  Sur  la  théorie  des  déterminants.  (7  p.) 

Wetratjch  (J.).  —  Elude  historique  et  critique  sur  la  Statique 
graphique.  (3o  p.) 

L'auteur  commence  par  quelques  considérations  générales  sur 
lis  Mathématiques,  sur  la  Mécanique  analytique  et  géométrique.  Jl 
examine  ensuite  la  Statique  géométrique,  le  Calcul  graphique,  et 
enfin  la  Statique  graphique,  dont  il  discute  la  méthode  et  les  limites. 
11  termine  par  quelques  observations  sur  le  rôle  de  la  nouvelle  (  iéo- 
métrie  dans  l'art  de  l'ingénieur  et  sur  l'importance  pratique  de  la 
Statique  graphique. 

Silldorf.  —  Sur  les  faisceaux  de  courbes  gauches  du  troisième 
ordre  et  sur  les  complexes  de  rayons.  (26  p.) 

Ce  travail  contient,  à  un  double  point  de  vue,  l'étude  des  cu- 
biques gauches  tracées  sur  une  même  quadrique,  et  ayant  quatre 
points  communs,  réels  ou  imaginaires. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.    i5i. 
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Oumof  (JN.).  —  Formation  des  équations  du  mouvement  de 
l  énergie  dans  les  corps  continus.  (i4  p-) 

Beckeu  (J.-C).  —  Démonstration  nouvelle  ci  généralisation 
d'un  théorème  fondamental  sur  les  surfaces  des  polyèdres.  (2  p.) 

Schubert  (J-).  —  Relations  entre  les  projections  du  dodécaèdre 
et  de  l'icosaèdre  réguliers.  {■:>.  p.) 

Schlomilch  (O.).  —  Généralisation  d'un  théorème  de  Géomé- 
trie de  Fermât.  [1  p.) 

Puluj  (J-).  —  Sur  la  détermination  de  la  constante  de  jrotte- 
ment  de  l'air  en  fonction  de  la  température.  (1  p.) 

lîi  i-.mesteh  (L.).  —  Recherches  géométriques  et  cinémaliq ues 
sur  le  mouvement  d'un  système  plan  variable  (2e  article).  (27  p.) 

Après  avoir  examiné  le  cas  où  le  système  se  déplace  en  restant 
semblable  à  lui-même,  l'auteur  aborde  des  hypothèses  beaucoup 
plus  générales,  par  exemple,  celle  de  l'affinité  entre  toutes  les  posi- 
tions du  système. 

Grcbe  (F.).  —  Sur  quelques  théorèmes  d'Euler  relatifs  à  la 
théorie  des  formes  quadratiques.  (27  p.) 

Finger  (J-).  —  Sur  le  moment  relatif  de  rotation  d'un  volant 
en  mouvement .  (16  p.) 

Weyraxch  (J.).  - —  Equation  de  la  ligne  élastique  des  verges 
recti/ignes  chargées  d'une  manière  quelconque,  sous  l  action  si- 
multanée de  forces  horizontales  {axiales).  (  j  4  p  -  ) 

Schilke  (E.).  —  Sur  le  complexe  des  axes  d'une  surface  du 
second  ordre.  (14  p.) 

Etude  de  cette  question  par  la  Géométrie  analytique.  L'auteur 
obtient  ainsi  les  résultats  connus. 

Parmi  les  analyses  cpie  renferme  le  Bulletin  [Literaturzeitung), 
annexé  à  ce  volume,  nous  citerons  celles  des  Ouvrages  suivants  : 

Le  Calendrier  de  Cor  doue  de  l'année  961  j  le, vie  arabe  et  an- 
cienne traduction  latine.  Publié  par  R.  Dozy.  Leyde,  1873,  in-8, 
viii-i  17  p. 
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Théorie  und  Darslellung  (1er  Beleuchtung  gesetzmâssig  ge- 

stalteier Flâchen.  VonDr.  L.  Burmester.  Leipzig,  Teubner,  1871. 

Elemente  der  analytischen  Géométrie  der  Ebene  in  trilinea- 
ren  Coordinaten.  Y011  L.  Schekoel.  Icna,  1874. 

Regiomontaniis  [Joli.  Millier  aus  Konigsberg  in  Franhen), 
ein  geistreicher  Vorlaûfer  des  Columbus.  Von  Al.  Ziegler.  Dres- 
den,  1874. 

Zur  Erinnerung  an  Jacob  Steiner.  Von  Dr.  C.-F.  Geiser. 
Zurich,  1 87/î . 


MELANGES. 

SDR  LA  TRANSFORMATION  DES  É(|UATI0NS  DE  L'ÉLASTICITÉ  EN  COORDONNÉES 
ORTHOGONALES  GÉNÉRALES; 

Par  M.  C.-W.  BORCIIARDT  ('). 

Nous  devons  à  Lamé  un  résultat  important  dans  la  théorie  de 
l'élasticité  des  corps  solides  isotropes  [-),  relativement  à  la  trans- 
formation des  équations  différentielles  des  déplacements  élastiques 
en  un  système  de  coordonnées  orthogonales  générales. 

Ce  résultat,  qu'il  a  établi  dans  le  Journal  de  Liouville,  184.1, 
p.  52,  et  dans  ses  célèbres  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes, 
p.  290,  à  l'aide  d'un  calcul  assez  long,  mais  conduit  avec  sa  dexté- 
rité habituelle,  peut  s'énoncer  sous  une  forme  qui  ne  laisse  rien  à 
désirer  pour  la  simplicité. 

Soient  .r, y,  z  les  coordonnées  rectilign.es  orthogonales  d'un  point 
d'un  corps  solide  élastique  dans  l'état  d'équilibre  élastique  initial; 
x  4-  »,  y  -+-  r,  z  +  w  les  coordonnées  après  l'introduction  d'une 
déformation  élastique;  la  détermination  de  u,  i',  w  dépend  alors, 
comme  on  sait,  de  trois  équations  linéaires  simultanées  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre,  ayant  lieu  dans  toute  l'étendue  du 


(')  Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  I.XX.VI,  p.  $5-58;  1873. 
(/)  C'est-à-dire  dont  l'élasticité  est  indépendante  de  la  direction. 
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corps  élastique,  et  de  trois  conditions  aux  11  mi  les,  du  premier  ordre, 
ayant  lieu  pour  la  surlace  du  corps.  Si  l'on  forme  les  neuf  dérivées 
par  rapport  à  x,y,  ~  des  trois  déplacements  //,  e.  h>,  el  an  moyen 

de  ces  dérivées  les  six  quantités 


du 

dv 

<)i> 

V 

dx 

ày 

di 

dv 

dz 

+ 

dw 

or 

dw 
dx 

du 

+  d~z 

i 

du 
dy 

+ 

dv 

Ox 

que  l'on  peut  appeler,  avec  M.  de  Saint-Venant  ('),les  trois  dilata- 
tions et  les  trois  glissements  ;  les  conditions  aux  limites  pourles  corps 
élastiques  d'espèce  quelconque  pourront  être  formées  au  moyen  de 
ces  six  quantités  elles-mêmes,  et  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles au  moyen  des  dérivées  de  ces  quantités  par  rapport  à  a*, 
r,  z. 

Mais,  dans  le  cas  de  l'isotropie,  il  y  a  pour  les  équations  aux  dé- 
rivées partielles  une  forme  plus  simple.  Si,  outre  les  trois  dilata- 
tions et  les  trois  glissements,  on  considère  les  trois  doubles  des 
composantes  de  la  rotation  élémentaire 

TI dv      dw  àw       dit       _. du       dv 

dz       ày  dx        dz  dy       dx 

et  que  l'on  forme,  au  moyeu  des  trois  dilatations,  la  dilatation  de 

volume 

du         dv         dw 
'        dx       dy       dz 

1rs  équations  aux  dérivées  partielles  des  déplacements  élastiques 
des  corps  isotrope-,  auront  la  propriété  caractéristique  de  pouvoir 
s'exprimer  à  l'aide  des  dérivées  des  quatre  combinaisons  /»,  U, 
V,  W. 

Cela  posé,  le  résultat  de  Lamé  peut  s'énoncer  en  disant  que  la 
propriété  caractéristique  des  équations  aux  dérivées  partielles  que 
nous  venons  d'expliquer  subsiste  aussi  pourles  coordonnées  cur- 
vilignes orthogonales.  Si  l'on  forme,  pour  un  système  général  de 
coordonnées  orthogonales,  les  expressions  de  la  dilatation  de  vo- 

1      tournai  de  Liouville,  |863,  p.  260,    162. 
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lunie  et  des  trois  composantes  de  la  rotation  élémentaire,  prises 
dans  le  sens  des  coordonnées  croissantes,  on  pourra,  au  moyen  de 
ces  cpiatre  quantités  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  aux  trois  coor- 
données, former  les  équations  aux  dérivées  partielles  des  déplace- 
ments élastiques  des  corps  isotropes. 

Il  est  évident  qu'un  résultat  susceptible  d'une  expression  aussi 
simple  doit  pouvoir  s'obtenir  sans  le  secours  du  calcul. 

Jacobi  a  montré  (')  que  la  transformation  en  général,  et  parti- 
culièrement la  transformation  en  coordonnées  orthogonales  des 
équations  aux  dérivées  partielles  provenant  de  la  variation  d'une 
intégrale  multiple,  se  trouve  notablement  simplifiée  quand  on  l'ef- 
fectue, non  sur  l'équation  différentielle,  mais  sur  l'intégrale. 

Cette  idée,  développée  par  Jacobi  à  propos  de  problèmes  à  une 
seule  variable  indépendante,  a  été  étendue  par  M.  Cari  jNeumann 
au  problème  à  trois  variables  indépendantes  cpii  se  présente  dans 
l'élasticité  des  corps  isotropes  (2);  mais,  dans  le  cas  actuel,  la  mé- 
tliode  de  Jacobi  seule  n'est  pas  suffisante  pour  déduire  d'une  manière 
satisfaisante  la  forme  des  équations  transformées  trouvée  par  Lamé. 
En  effet,  les  dilatations  et  les  glissements,  d'une  part,  et  d'autre  part 
les  rotations  élémentaires  constituent  deux  groupes  de  quantités, 
pour  chacun  desquels  il  existe  un  mode  de  transformation  particu- 
lier et  très-simple.  Si  l'on  mêle,  au  contraire,  les  deux  groupes,  on 
ne  peut  plus  reconnaître  de  loi  simple  dans  la  transformation  d'un 
tel  groupe  combiné. 

Dans  les  pages  suivantes,  je  vais  montrer  que,  si  l'on  sépare  con- 
venablement les  deux  groupes,  et  qu'en  outre  on  considère,  dans 
la  transformation  des  coordonnées  les  unes  dans  les  autres,  les 
différentielles  totales  au  lieu  des  dérivées  partielles,  on  obtient 
presque  sans  calcul  le  résultat  de  Lamé. 

1.  Equation  fondamentale  de  l  élasticité,  sa  transformation 
dans  le  cas  de  l'isotropie.  —  Les  équations  de  l'élasticité  ont  été 
ramenées  par  Green  à  une  équation  unique,  exprimant  que  la  va- 
riation d'une  intégrale  triple  est  égale  au  momentdcs  forces  données. 
Si  les  déplacements  sont  traités  comme  des   infiniment  petits,  on 


(')  Journal  de  Creîle,  t.  36,  p.  m3. 
(■)  Ibid.,  t.  57,  p.  281. 
llull.  des  Sciences  ma  thé  m.  et  astron.,  t.  \  III.     Avril   1875.) 
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aura,  pour  le  cas  des  corps  isotropes,  cette  équation  fondamentale, 
en  prenant  les  notations  de  Kirchholl"  ('), 

(i)  5P  =  KÔÛ. 

Dans  cette  formule, 

3p  —  â(')P-hô(')P 

I       —  ÇdT(Xêu+YSv+ZSw)-+-  Jd(ù[ÇX.)§u  +  (Y)Sv-^-(Z)èw] 

désigne  le  moment  des  forces  données,  et  l'intégrale  0(3;P,  étendue 
aux  éléments  de  volume  dT,  embrasse  les  forces  agissant  sur  tous 
les  points  intérieurs  du  corps,  tandis  que  l'intégrale  â(s,P,  étendue 
aux  éléments  superficiels  dco,  embrasse  les  forces  agissant  sur  tous 
les  points  de  la  limite  du  corps,  û  désigne  l'intégrale 


12=  fdT(<£  +  6p*-Ssp), 


dx)  +\ày)  +  \^z)  ^^{dz^dy' 
ihv       du  i  '      i  (du       àv 
dx        dz  j   """  2  \dy       dx  . 

du       dv        dw 

"       dx       dy        dz  ' 

K.  et  Ko  sont  les  deux  constantes  de  l'élasticité.  Le  terme  —  $s/> 
contenu  dans  l'intégrale  £2,  et  qui  ne  se  trouve  pas  dans  les  re- 
i  lu  ri  lies  de  Kircliholl',  a  été  introduit  pour  comprendre  le  cas, 
étudié  par  Duhamel  et  par  M.  Franz  JNeumann,  dans  lequel  un 
éeliaullement 

s(x,  y.  :   . 

inégalement  distribué  dans  les  diverses  parties  du  corps  élastique, 
vient  contribuer  aux  déformations  élastiques.  La  constante  g,  qui 
entre  comme  facteur  dans  ce  terme,  dépend,  au  moyeu  de  l'équa- 
tion 

g  =  2(I  +  30)f, 


'     Journal  de  Crelle,  t.  40,  p 
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du  coefficient  de  dilatation  linéaire  thermique  edu  corps  élastique  (4). 
Si  l'on  réduit,  d'après  les  règles  du  calcul  des  variations,  la  va- 
riation îû  à  sa  forme  la  plus  simple 

J(3)  désignant  la  partie  de  la  variation  formée  d'une  intégrale  de 
volume,  o(S)  la  partie  formée  d'une  intégrale  de  surface,  l'équation 
fondamentale  (i)  se  partagera  dans  les  deux  écpiations 

(i)"  ô(3'P  =  Kô:?'û) 

(■/■  <3<'>P=KÔCJ>£2. 

La  dernière,  qui  comprend  les  trois  conditions  pour  la  surface  du 
corps  élastique,  n'est  pas  généralement  susceptible  d'une  plus 
grande  simplification.  La  première,  au  contraire,  qui  comprend  les 
trois  équations  aux  dérivées  partielles,  admet  une  simplification 
essentielle,  qui  s'obtient  par  une  transformation  de  o  "'Q,  équiva- 
lente à  la  propriété  caractéristique  des  équations  aux  dérivées 
partielles,  mentionnée  plus  haut,  et  qui  a  lieu  dans  le  cas  de  l'iso- 
tropie. 
Posons 

45  =  U2H-V2-t-^"%   ©  =  at  -t-  as  -t-  g, 

U,  V,  W  désignant,  comme  ci-dessus,  les  doubles  composantes  de 
la  rotation  élémentaire 

dv       dw  dw        du  du        dv 

dz        dy  dx        dz  dy       dx 

et  31,  33,  (S  les  déterminants  fonctionnels  du  second  ordre 

l)f dv  dw  dv  dw 

dy  <)z  dz    dy 

~  _  dw  du  du1  du 

dz   dx  ùx  dz  ' 

,, du   dv  du  dv 

dx  dy  dy  dx^ 


(')  Voir  Franz  Nedmann  .  Les  lois  de  la   double  réfraction  de  la  lumière  dans   / 
corps  non   cristallisés   on   non   uniformément   échauffes    (Mémoires   île  l'Académie  de 
Berlin,  pour  l'année  l8/|i),  où  l'auteur  a  pris  0  —  l . 
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on  pourra  mettre  G  sous  la  forme 

(E  —  p--h2%  —  2®. 

Si  l'on  introduit,  à  côté  de  Q,  les  nouvelles  intégrales 

û'=  CdT[z%  +  {i-h9)p*—  8«/>],     T  =  id'F®, 
on  aura 

Mais  l'intégrale  T  n'est  pas  une  intégrale  triple  ou  une  intégrale  de 
volume  dansle  sens  propre  :  e'cst  une  intégralede  surface.  De  même, 
en  effet,  qu'une  intégrale  simple 


/' 


,/.,C 

£>.r 


sous  laquelle  entre  une  dérivée,  n'est  pas  une  intégrale  proprement 
dite,  mais  dépend  seulement  des  valeurs  de  la  fonction  f  corres- 
pondantes aux  limites  de  l'intégration;  de  même,  en  général,  une 
intégrale  //  -  uple 


(  dx,  .  .  .  dx„  S?  —    fdx,  .  .  .  dxn  ^£ 

J  J  o{xt 


:f*) 


d(xt, .  .  . ,  xm) 

sous  laquelle  eutre  un  déterminant  fonctionnel  50Î,  pris  par  rap- 
port à  m  des  n  variables  d'intégration  .r,..  .  .,  ,r„,  n'est  pas  une 
intégrale  7? -uple  proprement  dite,  mais  au  plus  une  intégrale 
[n —  i)-uple;  car,  SHÎ  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

dx,  dxi  ôxm  ,  ()f, 

à  — 
oxf 

l'intégrale  considérée  ne  dépend  pas  des  valeurs  des  fonctions  J\ ,.. ., 
fm  à  l'intérieur  de  la  région  d'intégration  formant  un  continu 
«-uple,  mais  seulement  des  valeurs  correspondantes  aux  limites 
de  ce  continu.   Dans  cette  catégorie,  il  faut  ranger,  pour  n  =  3, 


(')  Jacobi,  Tlteorta  novi  multiplicatoris.  {Journal  de  Crelle,  t.  27,  p    20  >. 
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=  2,  l'intégrale  (M 


:  /  dx  dy 


dz  a  +  23  -4-  G), 


en  sorte  que  F,  et  par  suite  âF  ne  soiit  que  des  intégrales  superfi- 
cielles (2).  En  ayant  égard  à  l'équation 

Q  =  S2'-2j\ 

ri  effectuant  aussi  pour  les  autres  intégrales  la  décomposition  des 
variations  $  dans  les  parties  0,;3)  et  y1'2',  on  a  donc 

<3(3>r  =  o,     et     o(^Q.—  o(3)Q.'. 

Par  cette  transformation,  (  1  )"  se  change  en  o:?,>  P  =  K<J(3)  Q'.  On 
a  donc,  dans  le  cas  de  l'isotropie,  fa  forme  simplifiée  suivante, 
sous  laquelle  on  j>eut  réunir  dans  une  seule  équation  les  équations 
aux  dérivées  partielles  de  l'élasticité 

(3  Ô(3,P  =  KÔ  "ii\ 

>5  -h  (1  +  Q)[>?—  G*/;], 


[*=/«[. 


I   /a       it       xr,      ,v,      /^f       0u>\'      (dw        du  ,J      /V«        <A'\ 


/' 


<?«        de        dw 

dx       dy        dz 


.    ti.    Transformation  des  dilatations  linéaires.  —  Dans  ce  qui  va 

1     [.a  valeur  de  F*,  comme  intégrale  de  surface,  est  donnée  par  la  formule 
îV=   \  da[{up  —  -u)cos(ï,  x)-t-  {vp  —  sv)  cos   v,_r)  -h  {wp  —  ew)cos(v,  z)], 

en  désignant,  pour  une  fonction  quelconque  y  de  .r.  j  ,  z,  par  e/ l'expression 
,     3/        if       ?/ 

et  par  (v,  .r  ),  (>,  v':,  'v,  ;)  les  angles  que  forme  avec  les  directions  positives  des 
axes  coordonnes  la  portion  de  la  normale  à  l'élément  superficiel  ilo,  dirigée  vers 
l'extérieur. 

{")  On   n'a  pas  ici  l'occasion   de  considérer  le   cas  particulier  où   la  région  d'inté- 
gration de  r  se  restreint  encore  davantage. 
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suivre,  j'emploierai,  comme  je  l'ai  déjà  fait  au  n°  1 ,  la  lettre  s  comme 
signe  d'opération  pour  les  variations  élastiques,  de  sorte  que,  si/* 
désigne  une  fonction  quelconque  des  coordonnées,  f-+-  if  repré- 
sentera la  valeur  de  f  après  qu'une  déformation  élastique  aura  eu 
lieu. 

Les  déplacements  qui  ont  lieu  à  une  petite  distance  du  point 
(,r,  y.  z)  peuvent,  comme  on  sait,  se  former  par  l'addition  de  deux 
espèces  de  variations  de  l'élément  dT,  la  première  espèce  consistant 
dans  les  dilatations  linéaires  sans  rotation. 

Soient  .r',  i  ',  z'  les  coordonnées  d'un  point  appartenant  à  l'élé- 
ment dT,  dans  la  position  primitive  de  ce  point;  /•  la  longueur  de 
la  droite  qui  va  de  (a:,  y,  z)  en  (x',  y',  z')  :  a,  a,,  a,  les  cosinus 
des  angles  que  cette  droite  fait  avec  les  directions  positives  des  axes 
des  x,  j ■-,  z.  Par  la  déformation  élastique, /•  se  changeant  en  r-r-  £/', 

la  dilatation  linéaire  —  est  donnée,  comme  on  sait,  par  l'équation 


où  l'on  a 


—  =  \  au xt  xt,     { i,  k  =  o,  i,  2 ), 


a2-H  a;  -4-  a.\  =  i, 


du  dv  div 

aM  =  -r-,  ,/,,  =  —  ,  «„=—-, 

dx  oy  <)z 

i  (dv       dw\  i  (dw       du\  i  (du      dv 

fl"=ïU  +  ^)'      a«  =  ï[àx-  +  Tz)'      a°'  =  î[dï+dx 

Les  deux  expressions  (S,  p,  qui  entrent  dans  l'intégrale  12,  peuvent 
être  représentées  au  moyen  des  coefficients  a»,  sous  la  forme  (') 


<5  = 


Ut 


{')  Dans  les  sommes  simples  ou  doubles  que  l'on  rencontrera  dans  ce  qui  suit,  on 
donnera  à  l'indice  i  ou  a  l'indice  A  ou  à  tous  les  deux  les  valeurs  O,  t,  2. 
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ce  sont  les  invariants  simultanés  des  Jeux  formes  quadratiques 


\  an, on ai:,       \  a;, 


et  par  suite  elles  restent  invariables  dans  toutes  les  transformations 
orthogonales,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  représente,  dans  un  système 
quelconque  de  coordonnées  orthogonales,  rectilignes  ou  curvilignes, 
la  dilatation  linéaire  sous  la  forme 


^=£*„p,{fe, 


(3,  (3l5  (3 s  étant  les  cosinus  de  direction  relatifs  à  ce  système,  (S  et  /> 
seront  exprimés  au  moyen  des  quantités  ba  de  la  même  manière 
qu'ils  l'étaient  au  moyen  des  quantités  aih. 

Soient  p,  p,,  p,  trois  fonctions  de  x.  y,  z,  formant  un  système 
orthogonal,  et  par  suite  dp,  dpu  dp*  des  fonctions  linéaires  de  dx, 
dy,  dz,  satisfaisant  à  l'équation 

,  ,  .  (h?        do]        dpi 

dx^  +  «r  -+-  dz'  =  Vr  -+■  -1  »    +  -/r  • 
«2         «J         /(• 

Dans  le  système  rectangulaire  rectiligne  des  coordonnées  .r,  r,  s, 
les  quantités  zf,  i>,  h>  sont  à  la  fois  les  variations  élastiques  des  coor- 
données et  les  déplacements  dans  le  sens  de  ces  coordonnées.  Dans 
le  système  des  p,  pt,  p2,  il  n'en  est  plus  ainsi;  les  variations  élas- 
tiques ep,  ep,,  sp,  des  coordonnées  et  les  déplacements  R,  RM  R2 
dans  le  sens  des  p,  p,,  p2  croissants  sont  liés  ensemble  par  les  équa- 
tions 

Désignons  les  coordonnées  des  deux  points  infiniment  voisins 
[x,j,  z)  et  (x',  y',  z')  dans  le  nouveau  système  par  p,  p,,  p2  et  p', 
p', ,  p'2  ;  alors  leur  distance  r  est  donnée  par  l'équation 


m+m+(w- 
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Après  qu'a  eu  lieu  la  déformation  élastique,  >■  se  change  en 

(r+er)': 


Des  trois  fractions  dont  la  somme  des  carrés  compose  le  second 
membre  de  cette  équation,  transformons  la  première,  les  variations 
élastiques  devant  être  traitées  comme  des  infiniment  petits,  au 
moyen  des  équations 

d.  ep  .  ,         ,       0.srJ ,  ,  d.ep     ,  . 

Ep'-gp  =  -^(p'_p)  +  -^(p1_p1)  +   ^(P.-pO, 

ce  qui  donne 

p' — p-l-ep' — ïo       /        <?.ep       e//\  p' — p       d.epp', —  '     ,    d.tpp\ —  pa 


A-t-eA        —  \        ^P         /(/     A  <fa       h  dP>       h 

En  substituant  celte  expression  et  les  deux  autres  analogues  dans 
la  valeur  précédente  de   (/'  -+-  s/;'-   on  trouve,  pour  la  dilatation 

—  ■>  cette  valeur 
r 

où  l'on  .;  posé 

il.  v,,        _-//,        ,  i  / //,  d ■  r.  ■        /r  i).  eu 

//,■  2  \hk    dpi        //,    dpi 

y  4-  ï;  —  i;  =  i  . 


rhi 

Puisque  (5'  et  p  s'expriment  de  la  même  manière  en  ba  qu'en  aa. 


Q 


=2*4-  *>=!>• 


Ainsi  les  quantités  qui  entrent  dans  l'intégrale  û  se  trom  eut  trans- 
formées dans  le  système  de  coordonnées  des  o,  p,,  c  .  et  la  nouvelle 
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expression  de  cette  intégrale,  en  faisant,  pour  abréger, 

devient 

/    0  =  frfT(8  +  QP>-  Qsp),     dT  =  dPdP>dP>,    D  =  /,/,, h„ 

J  ra 

Ire        V  ;  .  ;  <?t,  '    V  <^< 

\    (S  =  \  i//(,      bu=  -r  —  T7  T"  v" 

(5) 

j    ,    i  Ihi  dri        lit,  d*i 

I     '        2  \/(t  Opi       hi  dp/, 
à    /v, 


"=S'.'=^C 


,      v,= /;,!{,. 


3.  Transformation  des  rotations  élémentaires.  —  Dans  ce  pa- 
ragraphe, nous  considérerons  la  seconde  espèce  de  changements  de 
l'élément  de  volume  dT  causée  par  les  déformations  élastiques,  et 
consistant  dans  une  rotation  de  l'élément  sans  dilatations  linéaires. 
Les  doubles  valeurs  des  composantes  de  cette  rotation  autour  des 
axes  des  .r,  j,  z  sont 

. âv       dw       v dw      du        v du       dv  _ 

dz        dy  dx       dz  dy       dx^ 

le  carré  de  la  rotation  totale  est  donc  identique  avec  la  quantité  S, 
qui  entre  dans  l'intégrale  Û',  et  qui  a  été  définie  par  1  équation 

45-  =  U3  +  V2  +  AV^. 

Cette  interprétation  physique  fait  déjà  reconnaître  d'avance  dans  g 
un  invariant  relatif  a  la  transformation  en  coordonnées  orthogo- 
nales générales;  mais  le  caractère  d'invariant  de  %  est  diiïerent  de 
celui  des  quantités  précédemment  transformées  (S, />.  Les  dévelop- 
pements suivants  feront  voir  cpie  les  deux  espèces  d'invariabilité 
sont  entre  elles  dans  une  relation  adjointe. 

Considérons,  avec  les  différentielles  des  coordonnées,  une  autre 
espèce  quelconque  d'accroissements  infiniment  petits,  subis  en  même 
temps  par  les  deux  systèmes  de  quantités  J",  1  ,  z  et  p,  p,,  p2,  et  dé- 
signons ces  accroissements  par  §x:  J ) ,  Sz  et  tîp,  dp,,  op2'-,  ces  va- 
riations  auront  entre   elles   les  mêmes  relations   linéaires  que  les 
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différentielles  ;  elles  satisferont  donc  à  la  même  condition  du  second 
degré,  et  l'on  aura  à  la  fois 

,  ,  ,  </o3        dp]        dpi 

dx,  +  dy--h  dz7  =  -£-  ■+-  -£f  +  —-, 
J  h1        h,         h] 

*  .      ».      »         o^3        dp?        8ol 

àr'-f-  ô>J  -h§z'=-. h  -£^  -+-  -£  ■ 

h'         h\         h\ 

De  la  coïncidence  des  relations  linéaires  résulte  encore,  comme  il 
est  aisé  de  s'en  convaincre,  cette  troisième  équation 

,    »  ,   ^         ,   »        dp8p       dp,8pt       dpiSpi 

dx  ox  -+-  dyoy  -+■  dzoz  =  —Ve  H -, — '■ — i — ',    '    • 

J    J  II-  ll\  Ir, 

Multiplions  entre  elles  les  deux  premières  de  ces  trois  équations, 
en  appliquant  la  formule  connue  pour  la  représentation  du  produit 
de  deux  sommes  de  trois  carrés  sous  forme  d'une  somme  de  quatre 
carrés,  et  soustrayons  du  résultat  le  carré  de  la  troisième  équation. 
11  viendra 

Xs -+-  8)°  -I-  3'  =  3T-  4-  31*  -+-  R'„ 

en  posant 

£  =  dyàz  —  dz  or,  g)  =  dzèx  —  dxôz,        3  =  dxBy  —  d)Sx, 

dpx8p, —  dpidp,  dptôp  —  dpdp,  do8p,—  do,8p 

yi —  — — —r—M — ' >     Uti —  -7—7 — ' '     9u=— — '— tj — ' — ~- 

liJh  Ih/i  h  h, 

En  remplaçant,  dans  l'équation 

,    »  ,    »  .   ,         dpèo       do, 80,       dp,8p, 

dx  ox  -f-  a  y  ày  -f-  dz  dz  =    ',  '   -i ; 1 — -,    '-  » 

J    J  a'  h\  h\ 

les  variations  0  par  les  variations  élastiques,  et  posant 

_  ep,  _  Bi 

^~7i-  ~ h' 

on  trouve 

11  dx  -+■  v  dy  —  w  dz  =  3-  dp  —  (7|  </p,  4-  (7j  rfp2, 

ou,  en  faisant,  pour  abri 

f[dx)  =  «</x  h-  crfj  -f-  «'(/r,     g  (  dp)  =  j;/p  -+-  c  </p,  -+-  o-2J[,., 
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Cette  équation  est  identiquement  satisfaite  par  les  relations  linéaires 
entre  dx,  dy,  dz  et  dp,  dpu  dpt\  elle  subsiste  donc  encore  lors- 
qu'on remplace  les  différentielles  par  les  variations,  et  l'on  a  ainsi 

f{àx)  =  g[89). 

En  variant  la  première  de  ces  équations,  dilFérentiant  la  seconde 
et  prenant  la  différence  des  deux  résultats,  il  vient  (') 

Sf(dx)  -  rf/(3*)  =  Sg(dp)-  dg( êp), 

ou,  sous  forme  développée, 

3EU  -+-  g)V+  3W  =  JR@  ■+■  jR,(S,  +  m,©,, 
en  posant 

@=,a,fc-^),  6i=m(^-^V  *=**,(£_£ 

Or  on  a,  comme  on  sait,  le-théorèmc  algébrique  suivant  : 
Soient  3£,  g),  3  ei  9Î,  9îj ,  9î2  deux  systèmes  de  variables  dé- 
pendant linéairement  les  unes  des  autres  et  satisfaisant  en  même 
temps  à  la  condition 

T-  -+-  g)3  -+-  3S  =  &'  -+-  m]  -+-  Kl , 

et  supposons  ces  deux  systèmes  liés  à  deux  autres  systèmes  U,  V , 
W  et  <S,  @j,  @2  /w  l'équation  identique 

X  u  -i-  g)  V  -+-  3  W  =  8ÎS  -h  Ot,  ©,  -4-  OtS, ; 

fes  c/eita:  nouveaux  systèmes  dépendront  aussi  entre  eux  linéaire- 
ment et  satisferont  en  même  temps  à  la  coud  il  ion 

IP-l-  V!-i-  W'=g!+  <S;  -4-  ©;. 
Ainsi  se  trouve  effectuée  la  transformation  de 


(')  To/;  le  Mémoire  de  M.  Lipschitz,  Journal  de  Borchardt,  1.  70,  p.  77,  et  Bulletin, 
l.  IV,  p,  97  et  suivantes 
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dans  les  nouvelles  coordonnées;  les  quantités-©,-®,,  -@,  sont, 

x  222" 

comme  il  est  aisé  de  s'en  convaincre,  les  composantes  de  la  rotation 

élémentaire  autour  des  directions  desp,p,,p2  croissants./?  ayant 

déjà  été  transformé  au  n"  2,  toutes  les  quantités  qui  entrent  dans 

l'intégrale  iî'  sont  maintenant  exprimées  au  moyen  des  nouvelles 

coordonnées,  et  l'on  a,  pour  Û',  la  valeur 

■    û'=  /rfT[2»  +  fn-0)p2— 8*/»], 
1    ,,r      dpdp,dp,  ..    . 

1    d  T  r=  — —  )         55  =  Il  II ,  ft,, 

V   à    (kïo\  II, 

/*  =  m  y  "i    —  '   c, = 7-  » 

(A/ étant  une  permutation  positive  des  indices  o.  i,  -i. 

A  la  transformation   des  déplacements,  qui  est  contenue  dans 
l'équation  employée  plus  liant 

u  dx  +  vdy  +  u'</s  =  \  <ji  dpt  =  \  -t-  </p,, 

on  en  peut  joindre  une  autre  sernblalde,  relative  aux  moments  des 
forces  données,  savoir  : 

X  du  ■+■  Y  oc  -t-  Z  ou-  =\  ^  âr,  =  \  P,  //,  $Tit 

et  l'on  transforme  d'après  cela  les  moments  des  forces  données,  au 
moyen  des  équations 

l  è     P  =  /  du  [(  X)  du  -r    Y  )  ov  +  (  Z  )  o<c]  =  /  </w  \  -^-  -,v,  - 

(7)   < 

j  SW  P  =  A/T (  X  ô«  +  Y  6V  -+-  Z  ô«v )  =  /  dT ^  P,  //,  i<n , 

P,  et  (P,)  désignant  les  composantes  des  forces  données,  intérieures 
et  extérieures,  dans  le  sens  des  p,  croissants. 
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4.  Equations  aux  dérivées  partielles  et  conditions  à  la  surface 
en  coordonnées  orthogonales  générales.  —  Pour  obtenir  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  et  les  conditions  à  la  surface  sous  une 
forme  commode,  il  reste  encore  à  développer  les  variations  5(S,Q 
et  5(3,Q'.  Etant  donnée  une  intégrale 

»=/«/(••••*■-' {&-.),«=***,  "''*=°'"»' 

la  forme  définitive  de  sa  variation  est,  comme  on  sait, 

i  A  i  * 

où  l'on  a  posé 

n-àf      fi_   àf 
1     oV/    ■'"-  ,*.■' 

a  — 
op* 

(v,  pi)  étant  l'angle  que  fait  la  normale  à  l'élément  de  surface  dw, 
dirigée  vers  l'extérieur,  avec  la  direction  des  pk  croissants.  On  tire 
de  là 


On  a  de  même 


i  I, 


j-J, ,cos[v,  p*) 


F  =  2  g'  +(i  -i-  6)p1—  g  s/;, 
Ti__àF  dF 

ÔQi  .  a<7i 

àpk 

Si  l'on  remplace,  dans  J,  (S,  et  p  par  leurs  expressions 

_      V/-       /         fhi        '  V';/''  ;  ilhidxi       fndxA 
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on  obtient,  pour  les  dérivées  _/)',  fl  de  f  qui  entrent  dans  o(3)û,  les 
valeurs 

et  par  suite 

ô<3>  12  =  2  Y    Ida  j  V  C*  eos (  v,  pt  ), 

où  l'on  a 

c,v  =  bu+  On 35,     cm  =  bu. 

'  2 

En  substituant  cette  valeur  de  <J(2)  12  et  la  valeur  (7)  doû(2)  Pdans 
l'équation  fondamentale  des  conditions  à  la  surface 

Ô«P  =  KÔ<2)<2, 

on  obtient  les  trois  équations  de  condition  à  la  surface,  exprimées 
au  moyen  des  nouvelles  coordonnées,  sous  la  forme  qui  les  repré- 
sente toutes  les  trois, 

(8)     ba+9p gs   cos(v,p,)-f-  fracos(y,  pt)  +  é,vcos(v,p/)=-^(P,), 

où  ihl  désigne  une  permutation  des  indices  o,  1,  2,  et  où  Ton  a 


S  6«=  -, r  >  — -  r*, 


&, 


*=  - 


ht  o--.,       lu  dpk 


résultat  qui  coïncide,  en  posant  5  =  0,  avec  les  formules  de  Lamé 
[Leçons sur  les  coordonnées  curvilignes,  p.  281  et  282). 
Si,  dans  F,  on  remplace  8'  et  />  par  leurs  expressions 

Zj  \op/       upkj      '  ^  \ts  Opi  dp,  m  j 

ikl  désignant  une  permutation  positive  de  o,  1,  2,  et  qu'on  intro- 
duise la  quantité 

q  =  ■?,(, +  0)p  -  Qs, 

on  obtient,   pour   les  dérivées    F',   F|,   V'[  de   F,  qui    entrent   dans 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  ^07 

àiv  Û',  les  valeurs 

dpi  xs    * 

(ikl)  désignant  l'unité  positive  ou  négative,  suivant  que  ikl  est  une 
permutation  positive  ou  négative  de  0,1,  2.  On  trouve,  d'après 
cela,  pour  d(3Jii',  l'expression  définitive 

Substituant  cette  valeur  de  o(3)Q'  et  la  valeur  (7)  de  â(3)P  dans 
l'équation  fondamentale  pour  les  équations  aux  dérivées  partielles 

ôiJ'P=KÔ<5,û', 

et  convenant  que  «A /représentera  une  permutation  positive  de  o,  1 ,  2 , 
on  obtient  les  trois  équations  aux  dérivées  partielles,  exprimées  au 
moyen  des  nouvelles  coordonnées,  sous  la  forme  qui  les  représente 
toutes  les  trois, 


(9) 


à  @j        d   ®;  _    A,-    dq        i_  J\_ 
dpi  hi       dpi  ki  ~~  hkhi  dpi       Î£  In  lu 


en  désignant  par  ikl  une  permutation  positive  de  o,  1,  2,  et  posant 


A,2  ffA  R, 

t==at 


Ces  équations,  en  y  faisant  s=  o,  concordent  avec  les  systèmes  (25), 
(26),  (27)  de  Lamé  (Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes, 
p.  290  et  291). 

Berlin,  janvier  1S73. 
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REMARQUE   MATHEMATIQUE, 

Par  A.   Popof,  membre  honoraire  de  l'Université  de  Kazan  ('). 
(tradut  DL'   RUSSE.) 

La  formule  analytique  suivante  me  semble  nouvelle  : 

e-'"1  =  A ,  e—z -+-  A, e-"'<  -+-  A,  er°s*  ■+■ . . . , 

li  et  a  désignant  des  nombres  positifs  arbitraires,  le  second  a  étant 
^>  i,  et  l'expression  générale  des  coefficients  (--0115131115  A,  étant 

IV'  —  li    il-—  I     —     '('     -  1    (  11  —  1'  . 

û     0  -  -  1      a?  —  1) 

1  irii"—az'lal—i)  +  œ\ai—i)(n'—i)—a'(a,—  ii(a3—\   [a*—i)~\ 

k,_1  ']  [+fa'-i)(«3-i)(^-i)(a-i) ,,    .., 

.  1  .olJ.ft)1 

,/  "(a  —  i,i;«j—  ij  (a3—  i)(«'—  ij 

où  l'on  a  posé 

1  'ii'  3rt-'  |— ' 


1        a—  i)(a—  1        («  — 1   (rt2— i)(«3  — 1) 
M,=  < 

i  4«3' 


«  —  ij(«" — >){<'' — 1    a*—i 

Le  terme  général  de  la  série  qui  représente  la  valeur  de  A,  est  ainsi 

_  1.3.5.  ..'-p  —  1)  (—  ■?  h  :•  M, 
aîip+')'(a  — 1      /(•—  1    .  .  . ,«:''  —  i; 

X  [afi-fli!f-|)='(fl'f_i)  +  , .  ._j-(av—  i). .  .(a»_i)(fl'_i)(a_i)]. 

Cette  formule  11  est  qu'un  cas  particulier  d'un  autre  développe- 
ment général, 

F(jr)=  A,  e~  r.*-f-  A2e-r:x-i-  A  e~'    —  .... 

dans  lequel 

r.<r,<r,<r<<..., 

et  où  la  somme 

1         1         1  1  .   .  „    . 

1 i 1 h...  =  une  quantité  lime. 

;•,        r.        r,        /', 


1    Extrait  des  J^  zeHM/t  3amtCKlt  II.  lui-: .    I  iin.ujirituiciiiii.   anr       1   - 
'   !i\ raison. 


MATHÉMATIQUES  F.T  ASTRONOMIQUES.  iog 

REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MATHEMATISCHE  ANNALEN,  herausgegeben  von  C.  Nedhakn  ('). 

T.  VII:  t874. 

Rudolf-Friedrich-Alfred  CLEBSCH.  — Essai  d'une  exposi- 
tion et  d'une  appréciation  de  ses  travaux  scientifiques,  par  quel- 
ques-uns de  ses  anus.  (55  p.) 

Cette  Notice  est  l'œuvre  commune  de  MM.  Brill,  Gordan,  Klein, 
Lûroth,  A.  Mayer,  Nôther,  Von  der  Miïhll,  qui  se  sont  partagé 
1  analyse  des  travaux  de  Clebscli.  Elle  se  termine  par  la  liste  de  ses 
publications. 

Limiemanx  (F.).  —  Sur  les  mouvements  infiniment  petits,  et 
sur  les  systèmes  de  forces,  pour  les  relations  métriques  projectives 
les  plus  générales.  (89  p.) 

Ce  travail  considérable  contient  l'étude  de  la  mécanique  des 
corps  solides,  faite  à  un  point  de  vue  particulier.  On  sait  cjue 
M.  Cavlev  a  rattaché  la  Géométrie  des  relations  métriques  ordi- 
naires à  une  autre  plus  simple  et  plus  générale,  en  substituant  aux 
deux  points  imaginaires  à  l'infini  sur  le  cercle  une  conique  quel- 
conque, réelle  ou  imaginaire,  qu'il  appelle  l'absolu.  Alors  la  dis- 
tance de  deux  points  A.  A'  est.  à  un  l'acteur  constant  près,  le  loga- 
ritbme  du  rapport  anharmonique  que  forment  ces  deux  points 
avec  les  deux  points  d'intersection  de  la  droite  AA'  et  de  la  co- 
nique. L'angle  de  deux  droites  D,  D'  est,  à  un  facteur  constant 
près,  le  logarithme  du  rapport  anharmonique  de  ces  deux  droites 
et  des  deux  tangentes  qu'on  peut  mener  à  la  conique  absolue  par 
leur  point  d'intersection.  En  choisissant  convenablement  les  deux 
constantes,  et  en  supposant  que  la  conique  absolue  se  réduise  aux 
deux  points  à  l'infini  sur  le  cercle,  la  Géométrie  de  M.  Cavley  se 
réduit  à  celle  des  relations  métriques  ordinaires. 

Dans  un  Mémoire  antérieur,  M.  Klein  a  étendu  ces  recherches  à 
l'espace,  et  il  a  établi  des  liens  entre  cette  théorie  et  la  Géométrie 
dite  non  euclidienne  ,-).  En  prenant  comme  absolu  une  quadrique 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  n3. 
(')  Voir  Bultelin,  t.  II,  p.  34t. 
Huit,  des  Sciences  mathém.  e[  astron.,  t.  VIII.     Mai    I 
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et  en  généralisant  les  définitions  précédentes,  on  obtient  une  Géo- 
métrie qui  donne  les  relations  métriques  ordinaires  quand  la  qua- 
drique  se  réduit  au  cerele  imaginaire  à  l'infini. 

Ce  sont  ces  recherches  de  Géométrie  que  M.  Lindemann  applique 
à  l'étude  de  la  Mécanique.  Après  avoir  défini  les  distances,  les 
angles,  les  moments  quand  on  prend  pour  absolu  une  quadrique,  il 
étudie  le  déplacement  dune  ligure  invariable,  et  il  montre  qu'un 
tel  déplacement  s'obtient  en  appliquant  à  une  figure  quelconque 
les  transformations  bomograpbiques  qui  laissent  invariable  l'ab- 
solu. C'est  la  généralisation  d'une  propriété,  connue  depuis  long- 
temps, du  déplacement  dans  la  Géométrie  ordinaire.  On  sait  que, 
dans  tout  déplacement,  les  points  du  cercle  de  l'infini  ont  pour 
transformés  des  points  du  même  cercle. 

Etudiant  ensuite  les  déplacements  infiniment  petits,  l'auteur 
montre  les  liens  étroits  que  présente  cette  étude  avec  celle  du 
complexe  linéaire,  ebaque  déplacement  de  ce  genre  ayant  en  quelque 
sorte  pour  image  un  complexe  linéaire;  il  traite  ensuite  de  la  com- 
position des  mouvements  infiniment  petits,  et  il  étend  à  ces  lliéo- 
ries  nouvelles  la  plupart  des  théorèmes  déjà  connus  dans  la  théorie 
ordinaire  du  déplacement. 

Passant  ensuite  à  l'étude  des  forces,  M.  Lindemann  généralise 
aussi  cette  tbéorie;  il  montre  que,  dans  l'ordre  d'idées  où  il  se 
place,  elles  se  composent  comme  les  rotations  infiniment  petites;  il 
définit  leur  moment,  recherche  les  conditions  de  leur  équilibre,  et 
il  établit  le  principe  des  vitesses  virtuelles. 

Weilku  |  Ad.) .  — •  Sur  les  différentes  espèces  de  complexes  du 
second  degré.  (63  p.) 

L'étude  du  complexe  général  du  second  ordre  a  été  faite  d'une 
manière  assez  détaillée  par  Plùcker  et  par  Klein.  Certains  cas  par- 
ticuliersde  ce  complexe  avaient  aussi  été  étudiés  par  différents  géo- 
mètres. 

L'auteur  se  propose  de  reconnaître  et  de  classer  les  différentes 
espèces,  problème  qui  équivaut,  comme  on  sait,  à  la  réduction  de 
deux  formes  quadratiques  de  six  variables  à  leur  forme  canonique. 
Ce  problème,  considéré  dans  toute  son  étendue,  a  fait  dans  ces 
derniers  temps  l'objet  des  recherches  de  plusieurs  géomètres;  mais 
celles  de  \1.  \\  eierstrass  sullisent  complètement  à  la  solution  de  la 
question    que    s'est   proposée    H.  Weilcr.  Il  distingue   ainsi    qua- 
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rante-huit    espèces,  dont  il   effectue  la   classification   à   plusieurs 
point*  de  \  ue. 

Klein  (F.).  —  Sur  la  surface  complexe  de  Pliicker.  (4  p.) 
L'auteur  développe  des  propriétés  nouvelles  de  cette  surface,  en 
partant  de  ce  fait,  mis  en  évidence  parle  travail  de  M.  Weiler, 
qu'elle  peut  être   regardée  comme  la  surface  des  singularités  d'un 
certain  complexe  du  second  ordre. 

Lippich  fF.).  —  Recherches  sur  la  connexion  des  surfaces  dans 
le  sens  emplm  è  par  Riemann.  (18  p.) 

Gram  (J.-P.). —  Sur  quelques  théorèmes  fondamentaux  de  t .Al- 
gèbre moderne,  (n  p.;  fr.) 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  6i2  du  Journal  de  Borchardt, 
M.  Aronhold  a  cherché  à  déduire  de  la  théorie  des  transformations 
linéaires  les  principes  fondamentaux  de  la  théorie  des  invariants, 
en  montrant  comment  ces  fonctions  se  présentent  naturellement 
quand  on  cherche  les  conditions  pour  la  transformation  d'une  forme 
donnée  eu  une  autre.  Dans  la  première  Partie  de  son  travail, 
M.  Gram  reprend  cette  importante  démonstration:  la  seconde 
Partie  contient  1  application  de  procédés  analogues  à  la  théorie  des 
covariants. 

Bois-Pieymond  (P.  ni).  —  Sur  les  variations  brusques  des  fonc- 
tion^ analytiques.  (21  p.) 

Gïnther  (S.).  —  De  la  résolution  générale  des  équations  par 
les  fractions  continues.  (7  p.) 

Cet  article  ne  traite  en  aucune  manière  de  la  célèbre  méthode 
que  Lagrange  a  fait  connaître  pour  le  développement  d  une  racine 
en  fraction  continue.  L'auteur  s'est  proposé  d'étudier  sous  un  point 
de  vue  nouveau  une  méthode  peu  connue,  quoique  fort  intéres- 
sante, que  l'on  doit  à  M.  Fûrstenau  ('). 

Cette  méthode  offre  cela  de  très-remarquable,  que  les  opérations 
qu'elle  exige  sont  indépendantes  des  valeurs  numériques  des  coeffi- 
cients, et  elle  se  rapproche  à  ce  point  de  vue  de  celle  de  Bernoulli. 
Elle  présente  les  racines  comme  limites  du  quotient  de  deux  déter- 


1      I  drstenac,  N'eue  Méthode  zur  Darstcllung  und  Berechnung  imaginàrer 
tler  Gleichungen. 
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minants,  dont  la  loi  de  formation  est  très-simple  et  dont  le  nombre 
des  lignes  et  des  colonnes  augmente  indéfiniment.  Les  personnes 
qui  n'auront  pas  à  leur  disposition  l'ouvrage  de  Fùrstenau  pourront 
consulter  le  travail  très-remarquable  de  M.  Scbroder  ('),  qui  pré- 
sente  un  nombre  illimité  de  méthodes  d'approximation,  permettant 
d'approcher  d'une  racine  réelle  ou  imaginaire  avec  un  degré  de 
convergence  aussi  grand  qu'on  le  veut.  Ces  méthodes  comprennent 
comme  cas  particulier  celle  de  M.  Fiirstenau. 

Dans  le  travail  actuel,  M.  Gùnther  rattache  cette  dernière  mé- 
thode à  un  développement  en  fraction  Continue. 

Buill  (A.)  et  Nôther  (M.).  —  Sur  les  Jonctions  algébriques  et 
leur  application  à  la  Géométrie.  (4a  p.) 

Ces  recherches,  fort  étendues,  ont  leur  origine  dans  les  décou- 
vertes  récentes  de  la  théorie  des  fonctions  abéliennes  et  dans  les 
rapports  que  Clebsch  et  Gordan  ont  su  établir  entre  cette  théorie 
et  la  Géométrie  analytique.  Bien  des  propositions,  et  des  plus  im- 
portantes, de  la  théorie  des  courbes  algébriques  ont  été  obtenues 
comme  corollaires  des  théorèmes  relatifs  aux  intégrales  algébri- 
ques et  aux  fonctions  abéliennes.  Dans  le  travail  actuel,  les  deux 
auteurs  se  sont  proposé  d'atteindre  les  mêmes  résultats  par  des 
méthodes  purement  algébriques.  Aous  n'entrerons  pas  dans  l'exa- 
men détaillé,  et  fort  difficile  du  reste,  de  ce  travail  ;  mais  nous  fe- 
rons remarquer  seulement  que  les  auteurs  traitent  surtout  des 
groupes  de  points  d'intersection  d'une  courbe  algébrique  avec  les 
courbes  adjointes,  c'est-à-dire  avec  ces  courbes  qui  passent  par  tous 
les  points  multiples  et  i —  i  fois  parmi  point  multiple  d'ordre  i. 
La  considération  de  ces  groupes  de  points  dispense  de  l'emploi  du 
théorème  d'Abel,  et  permet  d'établir  par  voie  algébrique  plusieurs 
résultats  importants.  En  particulier,  elle  donne  les  moyens  de  tran- 
cher d'une  manière  définitive  une  question  fort  difficile,  celle  du 
nombre  des  modules  d'une  classe  de  courbes  algébriques  de  même 
genre.  Les  résultats  de  Riemann  sont  amplement  confirmés  et  dé- 
montrés. 

Gôring  (  W.). — Recherches  sur  les  valeurs  des  parties  dans 
les  juelles  se  décomposent  les  fonctions  i  de  Jacohi,  et  sur  les  re- 

;'      Wathem.  Annalen,  t    II,  p    ï',;.  —  Voir  Bulletin,  t.  II.  p.  182. 
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talions  entre  ces  valeurs,  données  dans  les  écrits  posthumes  de 
Gauss.  (76  p.) 

Dans  ses  OEuvres  posthumes  ('),  Gauss  étudie  certaines  séries 
infinies  et  certains  produits,  à  l'aide  desquels  il  établit  un  grand 
nombre  de  relations  fort  élégantes  entre  des  fonctions  qu'il  désigne 
sous  le  nom  de  nouvelles  transcendantes. 

Ces  fonctions  lie  sont  autres  que  les  thêta  de  Jacobi,  53(o,y), 
S  (o:q)  etS-j  (0,(7),  ou  ces  fonctions  dans  lesquelles  on  remplace  q 
par  <jfb  ou  qs.  Du  reste,  il  n'est  pas  possible  que  Gauss  ait  déjà  connu 
ces  fonctions  de  Jacobi;  car  ses  écrits  portent  la  date  de  1827, 
tandis  que  les  Fundamenta  nova  ont  paru  seulement  en  1829. 
L'auteur  s'est  proposé,  dans  le  travail  actuel,  d'établir  nettement 
les  relations  entre  ces  deux  groupes  de  fonctions,  de  développer 
d'une  manière  systématique  la  démonstration  des  formules  de 
Gauss,  et  en  même  temps  de  les  étendre  à  plusieurs  points  de  vue, 
et  en  particulier  au  cas  où  l'on  remplace  q  par  y7. 

Béez  (H.)-  —  Sur  la  mesure  de  la  courbure  pour  les  espaces  à 
n  dimensions,  (o,  p.) 

Bobylef  (D.).  —  Sur  l'action  réciproque  entre  deux  sphères 
éleclrisées.  (14  p.) 

Dans  les  Traités  d'Electrostatique,  on  signale  le  cas  de  deux 
sphères  égales  électrisées,  pour  lesquelles  l'action  réciproque  peut 
être  nulle.  L'auteur  remarque  que  cette  action  peut  devenir  nulle 
même  quand  les  sphères  sont  inégales;  il  sullit  de  placer  des  quan- 
tités convenables  d'électricité  sur  chacune  de  ces  sphères,  et  pour 
chaque  position  des  deux  sphères  ces  quantités  d'électricité  sont 
déterminées  par  une  équation  du  second  degré,  dont  les  racines 
sont  toujours  réelles. 

Zeuthen  (M. -G.).  —  Sur  les  différentes  formes  des  courbes 
planes  du  quatrième  ordre.  (a3  p.,  2  pi. 5  fr.). 

Une  partie  des  résultats  de  cette  recherche  oui  été  publiés  dans 
les  Comptes  rendus  de  i Académie  des  Sciences  (28  juillet  1873). 
Le  travail  actuel  contient  rénumération  rationnelle  des  ditïërentes 
formes,  le  nombre  des  tangentes  doubles  réelles  pour  les  différentes 
espèces,  et  il  est  accompagné  de  deux  planches.  L'auteur  montre 

(')  Gauss  Werke,  1.  III,  ]>.  436-/179. 
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que  le  nombre  des  inflexions  réelles  ne  jieul  dépasser  8,  qu'il  ne 
peut  y  avoir  que  4:  8,  16  ou  28  tangentes  douilles  réelles,  etc.  11 
distingue  36  formes  de  la  courbe  générale,  divisées  en  i3  classes. 
Après  avoir  reconnu  a  priori  la  possibilité  de  ces  formes,  M.  Zeu- 
tlien  en  démontre  directement  l'existence.  Le  Mémoire  contient 
des  applications  à  l'étude  des  surfaces  du  troisième  ordre. 

Gordan  (P.).  —  Sur  le  plus  grand  commun  diviseur.  (16  p.) 
L'auteur  établit  diverses  propositions  sur  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  polynômes  à  une  seule  variable. 

Gunoelkinger  (S.).  —  Transformations  quadratiques  de  la 
(  lijfci  'en  l  ielle  elliptiq  ue 

2Î  dz  r,  .v,//.r  , 

ÏL      °f  ■  .  ^ 

'  </.r,  dx2         3  dx3 

dans  la  supposition  de  f    .r, ,  .r.,,.*'»;  =  o.  (3  p.) 

L'équation  /'(.r,,  .r2,  x3)  =  o  représente  n  i  une  courbe  du  troi- 
sième ordre.  L'auteur  emploie  la  théorie  des  invariants  pour  obte- 
nir des  relations  analogues  à  celles  que  M.  Hermite  a  fait  connaître 
pour  la  transformation  du  troisième  ordre. 

Gundelfinger  (S.).  —  Sur  le  système  simultané  de  deua 
Jointes  cubiques  binaires.  (4  p.) 

Étude  de  ce  système  par  les  méthodes  de  l'Algèbre  moderne. 
Développement  plus  simple  des  résultats  obtenus  par  .M.  Hermite 
et  par  Clebscb. 

Ennepf.r  (A.).  —  Recherches  sur  les  st  sternes  de  surfaces  ortho- 
gonales. (a5  p.) 

L'auteur,  après  avoir  rappelé  les  formules  principales,  se  pro- 
pose de  montrer  comment  on  peut,  dans  beaucoup  de  cas,  déduire 
d'un  système  orthogonal  un  ou  plusieurs  autres  systèmes  du  même 
genre.  La  proposition  qu'il  obtient  paraît  coïncider  avec  celle  (pie 
l'on  doit  à  M.  Combescure  ('  )  et  à  M.  Darboux  (s).  Le  travail  con- 
tient en  outre  de  très-élégantes  applications. 


('  i  Annales  de  l'École  Normale,    ■<•-  série,  1.  IV,  p.  ç)3. 
■     Comptes  rendus  ./<  s  séances  de  l'Académie  </<■-  Sciences,  t.  LVII,  p.  nu  r. 
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Dorm  (E.).  —  De  la  foi  nie  et  du  nombre  des  représentants  des 
classes  non  équivalentes  de  transformations  des  jonctions  ultra- 
elliptiques pour  un  degré  quelconque.  (16  p.) 

Etude  sur  les  recherches  capitales  de  M.  Hermite  (').  Voici  la 
proposition  essentielle:  «Toute transformation  est  équivalente  aune 
autre,  représentée  par  un  système  linéaire  dont  les  coefficients 
placés  sous  la  diagonale  sont  nuls  et  les  coefficients  sur  la  diagonale 
positifs.  Les  autres  coefficients  doivent  en  outre  satisfaire  a  des  re- 
lations d'inégalité.  » 

Dersch  (O.) .  —  Tangentes  doubles  d  une  courbe  du  n'e",e  ordre. 
(i5  p.) 

Fiîahm  (W.).  —  Remarques  sur  la  représentation  d'une  cer- 
taine surface  du  quatrième  ordre,  f  5  p.) 

Schrôter  (H.).  —  Le  théorème  de  Feuerbach  sur  les  cercles 
tangents  aux  trois  côtés  d'un  triangle  plan.  (i4  p.) 

Ce  beau  théorème  de  Géométrie  élémentaire  :  «  Les  quatre  cer- 
cles qui  touchent  les  côtés  d'un  triangle  rectiligne  sont  tangents  à 
un  même  cercle  qui  passe  par  les  milieux  des  côtés  du  triangle  », 
a  été  déduit  par  Feuerbach  (s)  du  calcul  des  rayons  et  des  positions 
des  centres  de  ces  cercles.  Steiner  le  cite  à  deux  reprises  (3)  sans  le 
démontrer. 

Les  démonstrations  données  dans  ces  derniers  temps  de  ce  théo- 
rème résultent  pour  la  plupart  de  calculs  trigonométriques,  dont  la 
complication  ne  répond  pas  à  la  simplicité  du  résultat  (4). 

La  démonstration  géométrique  due  à  M.  Casey,  et  qui  se  trouve 
dans  les  Eléments  de  Baltzer,  parait  aussi  à  l'auteur  reposer  sur  des 
transformations  analytiques.  L'auteur  lui-même  en  a  donné  une  ( 5  ) . 
Il  se  propose  d'en  donner  ici  une  nouvelle,  qu'il  regarde  comme 
plus  élémentaire  et  plus  directe,  et  qui  conduit  en  même  temps  à 
plusieurs  résultats  nouveaux. 


(')    Théorie  de  la  transformation  des  fonctions  abéllennes  ;  Paris,   l855. 
(a)  Elgenschaften  elnlger  merhwûrdigen  Punhte  des  Dreiecks.  Nûmberg,   [823 
(*)  Annales  de  Gergonnc,  t.  XIX,  p.  8G,  et  Die  Geometrlschen  Constructlone 
Berlin,  i833,  p.  55. 
(■     Baltzer,   Eîemente  der  Mathematik,  t.  Il,  p.  <i»  *'i3i-2. 
^    Journal  de  Borchardt,  t.  68. 
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Klein  (F.).  —  Complément  au  «  deuxième  Mémoire  sur  la 
Géométrie  non  euclidienne  «(i.Mde  ces  Annales,  p.  112;.  (7  p.) 

Gkassmann  (  H.).  —  Lï Algèbre  moderne  et  la  Science  de  l'éten- 
due. (11  p.) 

Klein  (F.).  —  Remarques  sur  la  connexion  des  surfaces.  (11  p.) 

Klein  (F.).  —  Sur  une  nouvelle  espèce  de  surfaces  de  Rie- 
mann.  (9  p.) 

Sturm  (R.).  —  Sur  les  normales  aux  surfaces  algébriques. 
(16  p.) 

Suite  du  Mémoire  inséré  à  la  page  241  du  tome  A  I  des  Mathe- 
matische  Annalen  ('  ). 

Zahn  (W.  v.).  — Notice  sur  Hermann  Hankel.  (8  p.) 

Eckardt  (F.-E.).  —  Sur  les  surfaces  dont  l'équation  résulte  de 
celle  d'une  courbe  par  une  substitution  déterminée.  (i4p.) 

L'auteur  étudie  les  surfaces  représentées  par  des  équations  de  la 
forme 

/(a|3  -1-  yô,     a.y  -+■  (5ô,     a.a-hpy)  =  o, 

a,  (3,  y,  â  étant  des  fonctions   linéaires,  et  f  une  fonction  homo- 
gène. 

Bois-Reymond  (P.  nu).  —  Sur  une  condition  nouvelle  pour  un 
théorème  relatif  aux  intégrales  déjinies.  (  2  p.) 

Brill  (A.).  —  Su/-  le  principe  de  correspondance.  (16  p.) 

Complément  au  Mémoire  du  tome  VI,  p.  38  (2). 

Schiîmann  (Ad.).  —  Démonstration  du  théorème  d'addition 
pour  les  intégrales  ultra-elliptiques.  (12  p.) 

Frahm  (AV.).  —  Remarque  sur  le  réseau  formé  de  trois  sur- 
faces du  second  ordre.  (4  p.) 

L'auteur  établit  que  l'on  ne  peut  ramener  trois  formes  quater- 
naires œ,  i|/,  ■£  aux  formes 

9=jW      +=jfc.f.     x=jc,*.'. 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  i  iS. 
'     Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  n(>. 
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où  Xi  désigne  une  fonction  linéaire  des  variables  indépendantes. 
Cette  proposition  a  été  donnée  dans  un  travail  de  M.  Darboux  . 
Sur  les  systèmes  linéaires  de  coniques  et  de  surfaces  du  second 
ordre  ( '  ) . 


NOUVELLE  CORRESPONDANCE  MATHÉMATIQUE,  publiée  par  E.  Catalan, 

ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  docteur  es  sciences,  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Liège,  etc.,  et  P.  Mansion,  docteur  spécial  en  Sciences  mathé- 
matiques, professeur  à  l'Université  de  Gand.  —  Mons,  H.  Maneeaux;  Paris, 
Gauthier- Villars  (^i. 

T.  I;  1™  livraison.  Août  1874. 

Màhsion  (P.).  —  Problèmes  sur  la  circonférence.  (2  p.) 
Il  est  facile  de  résoudre  la  question  suivante  :  «  Construire  une 
figure  F  passant  par  le  point  A,  semblable  à  une  figure  donnée  J\  et 
semblablement  placée  par  rapport  à  un  point  C,  pris  pour  centre 
de  similitude.  »  On  en  déduit  une  solution  nouvelle  de  ce  problème 
élémentaire  :  «  Décrire  une  circonférence  passant  par  un  point 
donné  et  toueliant  deux  droites  données.  » 

Mansion  (P.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  fractions  pé- 
riodiques. (4  p.) 

Démonstration,  d'après  une  Lettre  de  M.  Scbobbens,  du  tbéo- 
rème  suivant  :  «  Si  le  nombre  entier  n  est  premier  à  2,  3,  5,  et  si  la 

période  de  la  fraction  périodique  équivalente  à  -  a  11 — 1   chiffres, 

les  derniers  chiffres  de  cette  période  sont  les  compléments  à 

g  des premiers.  » 

C.iTALA>     E.  .  —  Remarque  sur  l'intégrale 

Jlog(i  —  ia  cosx  -4-  a')dx. 
0 

(ip) 

(')  Bulletin,  t.  I,  p.  348. 

(')  Six  livraisons  de  32  a  /jS  pages  in-S"  par  an.  Prix  :  ;  fv.  5o  pour  la  Belgique  ; 
■  h     "i  pour  la  France;  étranger,  le  port  en  sus. 
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Posons  u  =  log  [i —  lacosx  -ha1).  Poisson  'Journal  de  V  Ecole 
Polytechnique,  IXe  cahier,  p.  617)  a  trouvé  la  valeur  de  l'inté- 
grale, au  moyen  d'un  développement  en  série  de  -=-  qui  est  inexact. 

M.  Catalan  donne  le  développement  exact  dans  le  cas  où  a^>  1,  en 
déduit  celui  de  u,  puis  l'intégrale. 

Mahsiow  P.'.  —  Sur  un  nouveau  mode  de  génération  des  co- 
niques, dit  à  M.  A.  Transon.  (5  p.) 

Exposé  de  ce  nouveau  mode  d'après  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques,  p.  5-ao,  i8~3. 

Maxsion  (P.).  —  Démonstration  d'un  tliéorème  de  Liouville. 
(6P.)   ^ 

Considérons  un  triangle  OAM,  où  OM  =  1,  OA  =  a.  MOA  =  .i\ 
-  —  MAO  =  z.  Soit  OP  une  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  CM. 
Ou  trouve  successivement 

PM(rf.s  —  dx)  =  (PM  -  \U)dz, 


F(sm'z)  [dz-'-^dz)=o, 


X 

rF/ — vh^l_  \dx=  r¥{sln>z)dz, 

ce  qui  est  le  théorème  de  Liouville  {Journal  de  Liouville,  février 
1874,  •  Applications  aux  intégrales  de  Poisson. 

Extraits  analytiques.    5  p. 

Extraits    des    Nouvelles    Annales    de    Mathématiques,    i8j4i 
p.  10,  33,  3i,  2J:  i8j3,  p.  21. 

Bibliographie.  (2  p.) 

Éléments  de  Géométrie  trilinéaire,  par  A.  Cambier  (P.  M.).  — 
Les  Mathématiques  en  Belgique,  par  P.  Mansion  (P.  M     . 

Questions  proposées.  (2  p.) 

2e  livraison.  Décembre  187!. 

Heumite  (Ch.).  —  5m/"  l'intégrale  I      ( —  — ,)  dx. 

0        J0     \1-2a  cosx  ■+-  a') 

:3P. 
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M.  Hermite  pose  /*= —  — 1  somme  la  série 

r       J         1  —  îflcosx  +  ir 

ef+e\r-  +  e'f '  +  ..., 

intègre  le  résultat  entre  les  limites  o  et  7r,  égale  ensuite  les  coelli- 
cieuts  de  s"  dans  le  développement  des  deux  membres  de  la  nou- 
velle égalité  obtenue. 

De  Tilly  (J.-.M.).  —  Note  sur  les  axes  instantanés  glissants 
et  les  axes  cent/aux  dans  un  cor ps  solide  en  mouvement.  (5  p.) 

Reproduction  d'une  Note  tpii  a  paru  dans  les  Bulletins  de 
V Académie  de  Bruxelles  (1873,  t.  XXXV,  p.  i\-Zo)  et  où  l'exis- 
tence de  l'axe  instantané  est  démontrée  d'une  manière  extrême- 
ment simple. 

jNeuberg  (J.).  —  Questions  de  maximum  et  de  minimum.  (3  p.) 

T  •  i  11  .ah  , 

Le  maximum  de  u  =  x  -+-  1  ,  dans  le  cas  ou 1 =  1 ,  est  le 

x       y 

1    •    1      /             \  (a        b\                ,        bx       ay     . 
même  que  celui  de   (x  -i-  y)  \ 1 I  =  a  -f-  o  -f- 1 j   le- 

\x     j'J  y       x 

■  11  y    ay        b x     .       , . 

quel  correspond  évidemment  a  -J—  =  — -  •  Applications. 

Neuberg  (J-).  —  Question  de  Mathématiques  élémentaires. 
(5  p.) 

Etude  géométrique  sur  le  triangle  ayant  pour  côtés  les  droites 
qui  joignent  ceux  des  points  de  contact  des  cercles  inscrits  à  un 
triangle  qui  sont  à  l'extérieur  du  triangle. 

Mansion  (P.).  —  Sur  certaines  courbes  carrables  algébri- 
quement. (6  p.) 

En  posant  y=  t  x  dans  la  formule  de  quadrature 


S  =  -   \{xdy  —  ydx), 


elle  devient  S  =  -    I  x~dt.  Six  est  rationnel  en  /,  S  ne  contient 

que  des  fonctions  élémentaires,  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour 
une  courbe  d'ordre  n  ayant  un  point  multiple  d'ordre  n —  1.  Si 
l'on  décompose  x,  supposé  rationnel  en  f,  en  fractions  simples,  il 
est  facile  d'exprimer  que  la  partie  transcendante  de  S  disparait  di- 
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reeteniciit  ou  Indirectement  en  posant 


-M 


dt  — 

1  / 


F, y,  g  étant  des  fonctions  entières  en  /,  dont  la  dernière  est  à  dé- 
terminer. En  différentiant  la  dernière  égalité,  il  vient 

(fty  =  ¥t.o't  —  T't.ot, 

relation  qui  donne  les  conditions  d'intégrabilité  algébrique  de  S'  et 
la  valeur  de  S. 

Maksioh  (P.).  —  Sur  /ii  théorie  des  transformations  biration- 
nelles  planes  en  général.  (8  p.) 

Définition  et  histoire  de  cette  théorie,  d'après  Salinon,  Higher 
plane  Curves,  Clebsch,  Notice  sur  Pliicker,  et  F.  Klein,  Fort- 
schritte  der  Mathematik,  t.  III,  p.  4"  c't  ^16. 

Extraits  analytiques.  (î  p.) 

Extraits  des  Archives  de  Grunert,  t.  LM,  p.  180-187,  p.  11- 
i5o. 

Solutions  des  questions  proposées  dans  la  Nouvelle  Correspon- 
dance. 

N°  1  (P.  S.).— N°  3  (L.  Van  den  Broeck).— N°  4  (P.  S.)  :  «  Un 
ellipsoïde  étant  donné,  on  prend  pour  tableau  un  plan  diamétral. 
et  pour  point  de  vue  une  extrémité  du  diamètre  conjugué.  »  Cela 
posé,  les  perspectives  de  toutes  les  coniques  tracées  sur  l'ellipsoïde 
sont  semblables  à  la  section  diamétrale.  M.  P.  S.  démontre  ce  tbéo- 
rème  de  M.  Catalan,  en  remarquant  qu'il  est  connu  pour  la  sphère 
et  en  employant  une  transformation  linéaire. 

Questions  proposées.  (3  p.) 

^  4M  Pott  et  E.-C.  —  Correspondance.  (3  p.) 
Critique  d'un  programme  officiel. 

Bibliographie.  (  2  p.) 

Cours  d  Analyse  de  l'École  Polytechnique,  par  M.  Ch.  Hermite. 
(P.  M.). 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.       221 

3°  livraison.  Mars  1875. 

dx. 

\i  —  lacosx+a2] 

:3  p.) 

En  développant  suivant  les  puissances  négatives  de  a  la  quantité 

sin^  ,,  .  ,  ,     r  , 

■1  =  — -, — : 1  1  auteur  démontre  la  toi  mule 

(  a  —  eosa-)2—  ç  s\\\-x 

sin'xdx 


I      u  dx  =  I      ; — 

Jo  Jo     ":  — (^• 


^;I)sin'.r 


qui  permet  de  retrouver  les  résultats  de  M.  Hermite. 

Necberg  (J-)-  —  E(/untion  focale  des  coniques  en  coordonnées 
tangentielles.  (5  p.) 

Applications  à  diverses  questions  relatives  aux  foyers  des  co- 
niques. 

Mansion  (P.).  —  Extraits  analytiques.  (10  p.) 

Extraits  des  Archives  de  Grunert,  t.  L\  J,  p.  55-y8;  t.  LV, 
p.  72-76;  des  Analectes  de  Nicolaïdès,  p.  178-194;  des  Archives 
de  Grunert,  t.  LYI.  p.  8-10,  p.  1 10-1 12. — -Analyse  de  la  brochure 
intitulée  :  Mémoire  sur  le  calcul  et  la  construction  des  polygones 
réguliers,  par  E.  Ferron.  Luxembourg,  1874. 

Solutions  des  questions  proposées  dans  la  Nouvelle  Correspon- 
dance. (5  p.) 

V-  2,  13,  14,  15,  16,  18  (Van  den  Broeck,  Medulfus,  Derous- 
seaux,  Charlier).  —  N"  18  (Paulet)  :  «  On  donne  dans  un  tétraèdre 
deux  couples  d'arêtes  opposées.  On  peut  construire  un  tétraèdre 
ayant  les  quatre  arêtes  données  et  les  deux  dièdres  droits  suivant 
les  arêtes  inconnues.  Ce  tétraèdre  a  un  volume  maximum  entre 
tous  ceux  qui  ont  les  quatre  arêtes  données.  » 

Questions  proposées.  (2  p.) 

Bibliographie.  (3p.) 

Essai  sur  une  manière  de  représenter  les  quantités  imaginaires 
dans  les  constructions  géométriques,  par  Argand.  Deuxième  édition 
(P.  M.).  —  Bullettino  di  Bibliografia  e  di  Storia  délie  Science 
malematiche  e  fisiche.  Janvier  à  juin  1874  (P.  M.). 
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Mansion  (P.).  —  Principes  de  la  théorie  des  déterminants, 
d'après  Ballzer  et  Salmon.  (5  p.) 

'{'  livraison.  Mai  i  s  -  ;"> . 

Mamsion  (P.)-  —  Principes  de  la  théorie  des  déterminants 
(suite).  (6  p.) 

Définition  d'un  déterminant  et  propriétés  immédiates,  sous 
une  forme  qui  permit  de  les  étendre  aux  déterminants  cubiques  ou 
à  n  dimensions. 

Neubeb.g(J.).  —  Sur  deux  problèmes  de  Simon  Lhuilier.  (6  p.) 

«  Couper  un  prisme  droit  à  hase  triangulaire,  de  manière  que  la 

section  soit   semblable   à    un    triangle  donné.   Construire   sur   un 

triangle  donné  un  prisme  oblique  dont  la  section  soit  semblable  à 

un  autre  triangle.  » 

Catalan  (E.).  —  Sur  un  lieu  géométrique,  [i  p.) 
<c  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  contact  mutuel  de  deux  circon- 
férences variables  tangentes   à  deux  circonférences   (ixes   est  une' 
circonférence.  » 

Saltel  (L.).  —  7  héorémes  sur  les  courues  et  les  surfaces  du 
troisième  ordre.  (:<  p.) 

Catalan  (E.). —  Sur  la  formule  du  binôme,  à  propos  d'une 
Vote  île    )/.  Jauni.  (3  p.) 

De  la  formule  connue  C",  -+-  C", _ ,  =  C", * ' ,  où  n  est  quelconque, 
on  déduit,  en  faisant  n  —  dzm-i-p  —  i,  la  somme  do  /)  -f-  i  pre- 
miers termes  de  (i  -f-  x)m  pour  x  =  zh  i ,  ce  qui  permet  de  trouver 
à  quelle  condition  la  formule  du  binôme  reste  applicable. 

Solution  des  questions  proposas  dans  la  Nouvelle  Correspon- 
dance, (i  i  p.) 

N°  22  :  «  Etant  donnés  trois  points  (ixes,  trouver  le  lieu  d'un 
quatrième  point,  tel  que  les  axes  des  deux  paraboles  passant  par 
ces  quatre  points  forment  entre  eux  un  angle  donné.  »  M.  Philippin 
trouve  que  le  lieu  est  une  quartique  trinodale,  transforme  en  qua- 
dratique une  circonférence,  lieu  des  points  d'où  le  cercle  passant 
parles  trois  points  donnés  est  vu  sous  un  angle  double  de  l'angle 
donne. 
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Y1  l'i  :  «  a  et  b  étant  deux  nombres  entiers,  décomposer  en  trois 
carrés  entiers  (  i  -+-  a  -f-  h  +  as  -\-  ah  -4-  A2)2.  » 
M.  Catalan  donne  cette  décomposition  : 

(  1  +  a  f  (  a  -4-  b  ):  -4-  (  i  -+-  b  )2  (  a  -4-  b  )'-'  -4-  (  t  -4-  a  -4-  />  —  ab  )-'  ; 

M.  Neuberg  cette  autre,  en  quatre  carrés, 

a'{a  -+-  b  -i-  i)2 -h  b- {n  +  6  -f-  iP-4-  («  -4-  6  +  i  j2  — «—  (6  -+-  a  -f-  aô)s. 

On  déduit  de  là  maintes  conséquences,  et,  en  particulier,  qu'un 
nombre  impair  est  généralement  décomposable  en  trois  et  en  quatre 
carrés. 

Questions  proposées.  (2  p. j 


SITZUNGSBERICI1TE  der  Kaiserliciien  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Wien.  Mathematisch-naturwissenschaftliche  Classe  ('). 

T.  LXVIII;  juillet-décembre  iS;3. 

lIoLETSCHEK  (J-)-  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  comète  J, 
1871.  (0.4  p-) 

BoltzmANN  (L.).  —  Etude  expérimentale  de  l'action  électrique 
à  distance  des  corps  diélectriques.  (  j5  p.,  a  pi.) 

De  la  supposition  que,  dans  les  molécules  des  isolateurs,  l'ac- 
tion des  forces  électriques  pousse  l'électricité  positive  d'un  côté, 
l'électricité  négative  de  l'autre,  l'auteur  déduit  ee  résultat,  qu'un 
corps  isolé,  primitivement  anélectrique,  et  que  l'on  amène  dans  le 
voisinage  d'un  corps  chargé  d'électricité,  sera  attiré  par  ce  der- 
nier, et  cela  simplement  en  vertu  de  cette  polarisation  des  molé- 
cules, sans  que  l'électricité  se  déplace  en  aucune  façon  par  conduc- 
tibilité sur  l'isolateur.  L'auteur  démontre  aussi  expérimentalement 
cette  action  diélectrique  à  distance,  comme  il  la  nomme,  et  en 
détermine  l'intensité.  D'après  l'action  diélectrique  à  distance  du 
soufre,  il  obtient  la  valeur  de  la  constante  de  diélectricité ,  et 
cette  valeur  est  en  accord  satisfaisant  avec  le  nombre  trouvé  au 
moyen  des  expériences  sur  les  condensateurs. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  208. 
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SiuniGL  (R.).  —  Détermination  des  tangentes  à  la  limite 
J'ombre  des  surfaces  de  révolution.  {<]  p.,  i  pi.) 

La  construction  des  tangentes  s'effectue  au  moyen  de  surfaces  de 
révolution  du  second  degré,  qui  osculent  la  surface  de  révolution 
donnée  le  long  de  ses  cercles  parallèles. 

Oppolzer  (Th.  v.).  — Sur  la  comète  de  JVinnecke  [comète  III, 
1819).  2e  Mémoire.  (56  p.) 

Dans  son  premier  Mémoire  sur  cette  comète  ('),  l'auteur  a  fait 
voir  que,  en  tenant  compte  des  valeurs  approximatives  des  pertur- 
bations causées  par  Jupiter  et  par  Saturne,  les  trois  apparitions 
observées  de  la  comète,  en  1 8 1 1),  i858  et  1869,  pouvaient  être  re- 
présentées sans  qu'il  fût  nécessaire  d'admettre  une  accélération 
sensible  du  moyen  mouvement,  de  sorte  que  la  constance  du  grand 
axe  semble  établie  pour  la  partie  principale  de  sa  valeur.  Depuis 
que  ce  premier  Mémoire  est  écrit,  l'auteur  a  exécuté  une  série  de 
calculs  sur  cette  comète,  qui  ne  conduisent  pas  encore  immédiate- 
ment à  la  solution  directe  de  cette  question  d'invariabilité,  mais  du 
moins  qui  la  préparent. 

Domali'p  (K.).  —  Sur  la  résistance  d'un  disque  circulaire  pour 
différentes  positions  des  électrodes.  (10  p.) 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  vérifie  la  formule  donnée  par  Kiicli- 
hoff  pour  la  résistance  d'un  disque  circulaire  pour  différentes 
positions  îles  électrodes  sur  un  disque  formé  de  sulfate  de  zinc  et 
des  électrodes  de  zinc  amalgamé. 

Fiwger  (J.).  —  Considérations  sur  la  forme  générale  du  mou- 
vement des  corps  rigides ,  au  point  de  vue  d'un  mouvement  gj  ra- 
toire.  (40  p.) 

Gegekbaijeii  (L.).  — ■  Sur  les  fonctions  X',','.  (1  1  p.) 
Développement  de  plusieurs  fonctions,  algébriques  ou  transcen- 
dantes, en  séries  procédant  suivant  les  fonctions  sphériques.  L'au- 
teur  termine  en    indiquant  aussi    des  développements  analogues 
pour  quelques  intégrales  définies. 

-Niemtschik  (Tt.).  —  Sur  la  construction  de  l'ellipse  inscrite 
à  un  cercle,  et  dont  on  donne  le  centre  et  une  tangente.  (5  p  , 
'  PL) 


1     Sitzungsberichte,  l.  LXlIj   1870.  —  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.     ,,s. 
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Lp  problème  est  résolu,  en  considérant  le  cercle  comme  la  pro- 
jection d'une  splière,  et  l'ellipse  .cherchée  comme  la  projection 
d'une  section  plane  de  la  splière.  Ce  Mémoire  n'olî're  aucun  résultat 
nouveau. 

Stefan  (J.).  —  Expériejices  sur  V '  évaporation.  (3o,  p.) 
L'auteur  choisit  pour  sujet  de  ses  expériences  l'évaporation  de 
l'éther,  et,  pour  éviter  le  grand  abaissement  de  température  à  la 
surface,  il  emploie,  au  lieu  de  vases  larges,  comme  on  le  fait  ordi- 
nairement, des  tubes  étroits  pour  y  faire  évaporer  le  liquide.  Il 
obtient  ainsi  des  résultats,  qu'il  démontre  d'autre  part  théorique- 
ment. Ces  résultats  expérimentaux  découlent,  en  eilet,  des  équa- 
tions différentielles  établies  par  lui  pour  le  mouvement  d'un  gaz  à 
travers  un  autre  gaz. 

Pf.vundleh.  (L.).  —  Sur  un  appareil  pour  la  démonstration  de 
la  composition  d  oscillations  quelconques,  rectangulaires  entre 
elles.  (4  p-,  1  pi) 

Les  deux  premiers  appareils  décrits  par  l'auteur  peuvent  être 
considérés  comme  des  extensions  de  l'appareil  à  ondes  de  Crova; 
le  troisième  appareil  est  une  simplification  de  la  méthode  de  Lissa- 
jous,  et  sert  au  même  usage. 

Plschl  (C).  —  Sur  le  mouvement  de  la  lumière  entraînée 
dans  un  milieu  mobile.  (11  p.) 

L'auteur  développe  Ja  formule  qui  exprime  le  coefficient  du  mou- 
vement d'entraînement  de  la  lumière  dans  un  milieu  mobile,  en 
partant  de  l'hypothèse  que  les  atomes  des  corps  transparents  pro- 
pagent la  lumière  à  travers  leur  substance  comme  l'éther;  que,  de 
plus,  cette  dernière  substance  a  dans  l'intérieur  des  corps  la  même 
constitution  que  dans  l'espace  libre,  et  ne  participe  en  rien  à  leur 
mouvement. 

Exner  (F.).  —  Détermination  de  la  température  où  l'eau  at- 
teint son  maximum  de  densité.  (12  p.) 

L'auteur  fait  usage  de  la  méthode  de  Rumford,  à  cela  près  qu'il 
détermine  la  température  des  vases  contenant  l'eau  au  moyen  de 
thermo-éléments,  et  il  trouve  pour  température  du  maximum  de 
densité  3°,  94-»- 

Mach  (E.).  —  Sur  l'histoire  de  la  notion  de  travail.  (10  p.) 

Huit,  des  Sciences  mathém.  et  astrnn.,  t.  VIII.  (Mai  iS-p.)  I  J 
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M.  Macli  fait  voir,  dans  ce  Mémoire,  que  l'état  actuel  de  nos 
idées  sur  la  notion  de  travail  est  dû  principalement  à  une  circon- 
stance fortuite  dans  les  premières  recherches  de  Galilée. 

Dvorak  (V.).  — Sur  la  formation  des  figures  de  poussière  de 
Kundt.  (9  p.) 

Pour  expliquer  les  figures  de  poussière  de  Kundt,  il  suffit  à  l'au- 
teur d'admettre  les  hypothèses  suivantes  :  i°que  la  poussière  est 
distribuée  dans  un  tuyau  d'une  manière  assez  irrégulière 5  2°  que 
les  particules  de  poussière,  tant  dans  l'eau  que  dans  l'air,  font  des 
excursions  d'autant  plus  petites  qu'elles  sont  plus  voisines  de  la 
paroi  du  tuyau. 

Niemtschik  (R.)-  —  Sur  la  construction  des  lignes  du  second 
ordre  inscrites  l'une  dans  l'autre.  (10  p.,  1  pi.) 

Cette  Note  contient  surtout  des  constructions  de  cercles  double- 
ment tangents  à  une  conique  donnée  et  cjui  passent  par  un  point 
donné,  ou  bien  dont  on  connaît  le  centre,  des  diamètres  ou  des 
tangentes.  E.  W. 


ZEITSCHRIFT    fur   mathematisciien  iind  naturwissenschaftlichen  Unter- 

RICHT    ('  )• 

T.  V;  1874. 

Borner.  —  Du  mode  de  démonstration  pour  les  opérations 
inverses.  (2  art.,  16-8  p.) 

L'auteur  montre  comment  on  peut,  en  partant  de  la  définition 
de  l'opération  inverse  au  moyen  de  l'opération  directe  correspon- 
dante, arriver  à  exposer  la  théorie  de  ces  deux  opérations  par  le 
développement  d'un  même  procédé. 

Meyer  (F.).  — Sur  la  méthode  de  démonstration  en  Mathé- 
matiques. (6  p.) 

L'examen  minutieux  auquel  l'auteur  soumet  les  raisonnements 
employé-,  habituellement  dans  les  démonstrations  nous  semble  très- 
utile  au  point  de  vue  de  l'enseignement.  Cependant  cet  examen 

(')  Voir  Bulletin,  t.  VU,  p.  y3. 
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devrait  porter  aussi  sur  le  choix  des  axiomes,  parmi  lesquels  l'au- 
teur, suivant  l'usage  vicieux,  qu'il  serait  bien  temps  d'abandonner, 
compte  encore  le  théorème  (Euclide,  1,  20)  qu'un  côté  d'un 
triangle  est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres. 

Scherliwg.  —  Résolution  trigonomélrique  de  V équation  du 
second  degré.  (2  p.) 

Kober.  —  Sur  le  mot  Gcgenwinkcl. 

Hoffmann  (J.-C.-V.).  —  Encore  l'expression  Anwinkel. 

Un  n'est  pas  encore  fixé  en  Allemagne  sur  le  choix  d'un  mot  pour 
désigner  ce  que  nous  appelons  angles  correspondants,  non  plus 
que  sur  l'ordre  dans  lequel  on  doit  écrire  le  multiplicande  et  le 
multiplicateur.  Nous  aimerions  mieux  voir  les  diseussions  porter 
sur  le  fond  des  choses  que  sur  les  mots,  et  introduire  dans  les  mé- 
thodes d'enseignement  quelques  réformes  qui  les  missent  en  har- 
monie avec  les  idées  nouvelles  sur  la  nature  de  l'espace  et  sur  le 
rôle  de  l'expérience  en  .Mathématiques. 

lli'iiiu  (D.).  —  Sur  le  calcul  des  fractions  dans  les  séminaires 
d'enseignement  (').  (2  art.,  ii-5  p.) 

Fresenius  (F.-C).  — Signification  géométrique  du  centre  de 
gravité.  (  i4  p.) 

Scuwarz  (11.).  —  Théorie  du  calcul  abrégé  des  nombres  déci- 
maux. (41  p-) 

Bauer  (K.-L.). —  Quelques  remarques  sur  l'article  de  31.  Dieh- 
mann  :  «  Sur  la  théorie  des  équations  du  second  degré  »  (2). 
(3  p.) 

Cxrtze  (M.).  —  Encore  la  trisection  de  l'angle  au  moyen  de 
la  conchoïde  circulaire.  (2  p.) 

Le  savant  auteur  fait  voir  que  les  recherches  de  M.  Hippauf  sur 
ce  sujet  ne  contiennent  rien  de  nouveau,  et  que  sa  méthode,  qui 
remonte  à  l'inventeur  même  des  conchoïdes,  jNicomède,  a  été  repro- 
duite par  les  géomètres  arabes,  par  Cainpanus  dans  sa  traduction 
d'Euclide,  par  Kliigel  dans  son  Dictionnaire  de  Mathémati- 
ques, etc. 

(')  Écoles  normales. 

(5)  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  96. 

i5. 
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Bedber  (J.  van).  — Les  proportions  et  le  calcul  de  raisonne- 
ment. (6  p.) 

L'auteur  s'élève  avec  raison  contre  l'emploi  des  procédés  d'en- 
seignement tendant  à  substituer  des  moyens  mécaniques  au  raison- 
nement. L'étude  des  proportions  devrait  être  reportée  dans  l'Algèbre 
et  dans  la  Géométrie. 

Morgenstern  (L.).  —  Appareil  pour  l'étude  expérimentale  de 
V action  d' une  force  constante,  agissant  d'une  manière  continue 
sur  un  corps  qu'elle  met  en  mouvement.  (i3  p.;  i  pi.) 

Description  d'un  appareil  destiné  à  remplacer  le  plan  incliné  de 
Galilée  et  la  machine  d'Atwood. 

Batier  (K.-L.) .  —  Sur  une  classe  d' équations  du  quatrième  degré 
que  l'on  peut  résoudre  au  mo)  en  d'équations  du  second  degré. 
(20  p.) 

Erler.  —  Les  recueils  de  problèmes  mathématiques  doivent-ils 
être  ou  non  accompagnés  de  solutions?  (10  p.) 

L'auteur  pense  que  les  solutions  doivent  être  indiquées  pour  les 
questions  les  plus  dilliciles,  et  qu'il  convient  de  les  séparer  des 
énoncés. 

Hoffmann  (J.-C.-V.).  — Le  chapitre  de  la  similitude  des  figures 
dans  l'enseignement  préparatoire  de  la  Géométrie,  (a  art., 
7-11  p.) 

L'auteur  pense  qu'il  est  avantageux  de  commencer  l'étude  de  la 
similitude,  comme  celle  de  la  mesure  des  aires,  par  la  considération 
du  rectangle,  au  lieu  du  triangle. 

Kudelka  (J.).  —  La  notion  de  l'imaginaire.  (16  p.) 
Cette  notion  repose  sur  la  définition  d'une  moyenne  proportion- 
nelle entre  deux  droites,  en  considérant  à  la  fois  la  grandeur  et  la 
direction. 

Hellmann  (G.).  —  Sur  les  notations  mathématiques.  (3  p.) 

Erler.  —  L' anti-parallélogramme  [trapèze  isoscèle)  circon- 
scriptible  au  cercle.  (2  p.) 
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SITZUNGSBERICIITE  der  Runigl.  bohmischen  Gesellsciiaft   der  Wissen- 

SCHAFTEN    IN   PrAG    ('). 

Année  187a  (2'  semestre). 

Waltf.nhofen  (v.).  — ■  Sur  la  production  de  la  lumière  élcc~ 
trique  du  charbon  au  moyen  de  piles  thermiques.  (3  p.) 

Weyr  (Era.).  —  Sur  les  courbes  rationnelles.  (34  p.) 
L  auteur  traite  des  sections  coniques,  comme  courbes  ration- 
nelles du  second  degré,  par  l'emploi  d'un  paramètre  rationnel. 
Dans  le  cours  de  ses  recherches,  il  indique  un  système  de  coordon- 
nées particulier,  auquel  il  donne  le  nom  de  système  symétrique  de 
coordonnées,  et  qui  peut  être  considéré  à  la  fois  comme  un  système 
de  coordonnées,  soit  de  points,  soit  de  lignes.  Si  l'on  prend,  en 
effet,  une  conique  quelconque  comme  courbe  fondamentale,  et  que 
«,,  »,  soient  les  paramètres  de  deux  points  de  cette  courbe,  ou 
pourra  introduire  ces  deux  valeurs  dans  le  calcul,  soit  comme  coor- 
données de  la  droite  uluî^  soit  comme  coordonnées  du  pôle  de 
cette  droite.  Les  équations  de  lieux  qui  en  résultent  se  présentent 
symétriquement,  ce  qui  est  une  conséquence  immédiate  de  la  na- 
ture des  coordonnées  employées. 

Studnicka  (F.-J.).  —  Note  sur  la  détermination  de  la  sur-face 
du  triangle  et  du  volume  du  tétraèdre  au  moyen  des  équations 
des  éléments  qui  limitent  ces  figures,  (y  p.) 

Le  problème  est  résolu  à  l'aide  de  cette  proposition  de  la  théorie 
des  déterminants  :  «  Le  déterminant  adjoint  du  «ieme  degré  est  égal 
à  la  (rt  —  !)■=■»<:  puissance  du  déterminant  primitif.  » 

Safahi'k.  —  Contribution  à  l'histoire  du  pendule  horizontal . 
(6P.) 

Zekger.  —  Sur  l'action  des  conducteurs  disposés  symétrique- 
ment. (4  p.) 

Année  1873. 

Weyr  (Em.).  — Sur  les  systèmes  de  points  dans  les  courbes 
rationnelles.  (10  p.) 

(*)   Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  103. 
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L'auteur  démontre,  entre  autres,  les  théorèmes  suivants  : 

«  Deux  systèmes  de  points  ni  -  n-  formes,  situés  sur  une  courbe 
rationnelle  plane  du  s,eme  ordre,  engendrent  une  courbe  de  la 
(s  —  1)  (ni  -h  n'"""1  classe. 

»  Un  système  symétrique  de  points  du  7i,eme  degré,  situé  sur  une 
courbe  du  s""1"  ordre,  engendre  (comme  courbe  directrice)  une 
ligne  de  la  a  (s  —  i)1™'  classe. 

»  Une  involution  du  Hieme  degré,  située  sur  une  courbe  plane  ra- 
tionnelle du  .slerac  ordre,  engendre  une  courbe  de  la  (« — 1)  (s —  i)'eme 
classe.  » 

Il  existe  des  théorèmes  analogues  pour  les  courbes  rationnelles 
non  planes,  pour  lesquelles  les  ligures  engendrées  par  les  systèmes 
de  points  corrélatifs  (c'est-à-dire  l'ensemble  des  rayons  qui  joi- 
gnent les  points  correspondants)  sont  des  surfaces  réglées. 

«  Si  deux  systèmes  de  points  m  -  n-  formes  sont  situés  sur  une 
courbe  rationnelle  non  plane  du  ,<"-'n"'  ordre,  la  ligure  qu'ils  engen- 
drent est  une  surface  réglée  du  's  —  i)  lin  ■+-  n  ic"'e  ordre;  un  sys- 
tème symétrique  de  points  du  nlème  degré  engendre  une  surface 
réglée  du  n  (s — i)»e>»«  ordre;  et  une  involution  du  nlime  degré 
engendre  une  surface  réglée  du  yn  —  1)  (s  —  i)ieme  ordre.  » 

Les  résultats  sont  développés  pour  le  cas  le  plus  simple  d'une 
courbe  non  plane  du  troisième  ordre,  et,  pour  conclure,  l'auteur 
donne  une  nouvelle  classification  des  surfaces  réglées  du  quatrième 
ordre,  qui  ont  toujours,  comme  on  sait,  une  courbe  double  du  troi- 
sième degré. 

On  peut  classer  <<'s  surfaces  en  : 

1.  Surfaces  générales  (symétriques),  dont  les  génératrices  déter- 
minent sur  la  courbe  double  un  système  élémentaire  symétrique  du 
second  degré  ; 

IL  Surfaces  involutoires,  dont  les  génératrices  déterminent  sur 
la  courbe  double  une  involution  cubique  de  points; 

IIL  Surfaces  projectives,  dont  les  génératrices  déterminent  sur 
la  courbe  double  des  points  correspondants  de  deux  systèmes  pro- 
jet'til's. 

Kueici  (J.V  —  Sur  la  réalité  géométrique  du  système  dicli- 
nique.  (3  p.) 
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Weyr  (Em.). —  Sur  les  points  d'intersection  des  focales  avec 
les  cercles  et  les  lemniscates.  (5  p.) 

Partant  d'un  théorème  général  sur  les  courbes  du  troisième 
ordre,  l'auteur  démontre  que,  pour  quatre  points  d'intersection 
d'une  focale  à  nœud  avec  un  cercle,  on  a  la  relation 

U,  «a  U3  Ut=  K. 

Deux  focales  ayant  des  points  doubles  communs  se  coupent  en  trois 
points,  pour  lesquels  on  a 

u,  u,  h3  =  —  K; 

et  une  focale  est  coupée  par  une  lemniscate,  ayant  avec  elle  le  point 
double  commun,  en  quatre  points,  pour  lesquels  on  a 

m,  u2  «a  u,  =  —  K'. 

K.  désigne  ici  une  constante  dépendant  seulement  de  la  focale,  et  u 
le  paramètre  variable  de  la  focale.  Il  est  clair  que  des  relations 
simples  qui  précèdent  résulte  un  grand  nombre  de  théorèmes  sui 
les  intersections  des  courbes  considérées. 

Weyr  (Em.). —  Sur  la.  construction  par  la  règle  d'une  courbe 
plane  du  n"""  ordre  ayant  un  point  [n  —  i)-uple.  (6  p.) 

On  suppose  ici  que,  outre  le  point  (n  —  i)-uple,  on  donne  encore 
in  points  de  la  courbe.  Les  principes  dont  l'auteur  fait  usage  sont 
les  mêmes  qui  servent  de  base  à  ses  considérations  sur  les  courbes 
du  troisième  ordre  dans  son  Ouvrage  plus  étendu,  intitulé  :  Tlieo- 
rie  der  mehrdeutigen  geometrischen  Elementar  gebilde  und  der 
algebraischen  Curven  und  Fldchen  als  deren  Erzeugnisse  ('). 

ZahradkIk  (K.).  —  Théorie  de  la  cissoïde ,  fondée  sur  l'emploi 
d'un  paramètre  rationnel.  (i3  p.) 
L'auteur  s'appuie  sur  la  relation 


à  laquelle  satisfont  trois  points  de  la  cissoïde  lorsqu'ils  sont  situés 
en  lisne  droite,  et  il  en  déduit  divers  théorèmes  sur  les  sécantes  et 


(')  Leipzig,  B.-G.  Teubncr,  if 
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les  tangentes.  Il  tire  également  un  grand  parti  de  la  relation 

»,  -1-  «2  -+-  Ka  +  U,  =  O, 

qui  a  lieu  entre  les  paramètres  des  quatre  points  d'intersection  de 
la  cissoïde  avec  un  cercle;  il  en  déduit,  outre  un  grand  nombre  de 
théorèmes  intéressants  (particulièrement  sur  le  quadrilatère  in- 
seriptible  au  cercle  et  inscrit  dans  la  cissoïde),  des  considérations 
simples  sur  les  normales,  les  cercles  de  courbure  et  la  développée 
de  la  cissoïde. 

Safarik.  —  Sur  la  visibilité  de  l'hémisphère  obscur  de  la  pla- 
nète Vénus.  (3i  p.) 

Zahkadnik  (K.).  —  Sur  la  tliéorie  des  courbes  du  troisième 
ordre  et  de  la  troisième  classe.  (7  p.) 

Les  résultats  obtenus  par  l'auteur  dans  son  Mémoire  ci-dessus 
sur  la  cissoïde  sont  démontrés  indépendamment  pour  les  courbes 
du  troisième  ordre  et  de  la  troisième  classe.  La  relation 

u,  -+-  h3  -+-  u,  =  o 

est  fondamentale  dans  cette  recherche. 

Zahradsik  (K..).  —  Sut'  la  tliéorie  des  courbes  du  troisième 
ordre  et  delà  quatrième  classe.  (16  p.) 

L'auteur  part  de  ce  théorème,  que  le  produit  des  paramètres  des 
3 «  points  d'intersection  d'une  courbe  du  troisième  ordre  et  de  la 
quatrième  classe  avec  une  courbe  du  »leme  ordre  est  constant,  et  il 
démontre  par  ce  moyen  diveçs  théorèmes  sur  ces  courbes,  les  uns 
déjà  connus,  les  autres  nouveaux.  Il  donne  en  outre  des  applica- 
tions particulières  de  la  théorie  générale  à  la  strophoïde  et  au  fo- 
lium  de  Descartes. 

Studkicka  (F.-J.).  —  Sur  un  théorème  relatif  aux  détermi- 
nants, qui  n'a  pas  été  énonce  formellement  jusqu 'ici.  (2  p.) 

L'auteur  démontre  qu'un  déterminant  s'évanouit  identiquement, 
lorsque  le  rapport  des  différences  des  éléments  semblablement  pla- 
cés de  deux  couples  de  lignes  parallèles  est  constant.  Il  en  est  de 
même  lorsque  le  rapport  des  jleme!  différences  de  la  (1  4-  i)ieme  ligne 
aux  mièmes  différences  de  la  (///  -f-  ij»*m«  ]jg,lc  t]c  même  direction  est 
constant.  E.  W. 
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ATTI  della  Ueale  Accademiy  dei  Lincei  ('). 

T.  XXVI;  1 872-1873. 

Respighi  (L.).  —  Pluie  extraordinaire  d' étoiles  filantes  dans 
la  nuit  du  27  au  28  novembre  1872.  (4  p.) 

Battaglihi  (G.).  —  Note  sur  la  quadrique  par  rapport  à  la- 
ijiwlle  deux  quadriques  données  sont  polaires  réciproques  l  une 
de  l'autre.  (  12  p.) 

Dans  une  ISotc  présentée  à  V Accademia  dei  Lincei  le  7  avril 
1872  (2),  l'auteur  a  traité  analytiquement  la  recherche  de  la  co- 
nique par  rapport  à  laquelle  deux  coniques  données  sont  polaires 
réciproques  l'une  de  l'autre.  L'objet  de  la  présente  Note  est  d'étendre 
la  question  aux  surfaces  du  second  degré. 

Cahtomi  (G.).  —  Sur  les  divers  modes  d' exploration  électrique, 
et  sur  l'influence  des  hypothèses  en  électrostatique.  (6  p.) 

Volpicelli  (P.).  —  Solution  complète  et  générale,  au  moyen 
de  la  géométrie  de  situation,  du  problème  relatif  aux  parcours 
du  cavalier  sur  un  échiquier    quelconque.   (2    art.,    i3c;-8j  p., 

7  Pi-) 

Suite  et  fin  du  travail  dont  les  deux  premières  Parties  ont  paru 
dans  le  précédent  volume  (s). 

Respighi  (L.).  —  Sur  les  variations  du  diamètre  du  Soleil, 
correspondantes  aux  divers  états  d'activité  à  sa  surface.  (28  p.) 

L'auteur  discute  les  observations  du  P.  Secchi  et  du  P.  Rosa, 
d'où  ces  astronomes  avaient  cru  pouvoir  conclure  que  le  diamètre 
solaire  varie  suivant  la  quantité  de  taches  et  de  protubérances  que 
présente  la  surface.  En  comparant  ces  résultats  à  ceux  de  ses  pro- 
pres observations,  M.  Respighi  en  déduit  la  non-existence  de  ces 
variations. 

Keller  (F.).  —  Sur  les  petites   variations  de  direction  de  la 


(')  Voir  Bulletin,  1.  VI,  p.  28. 
(;)  Voir  Bulletin,  t.  VI.  p.  3o. 

"     Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.   2g. 
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pesanteur,  produites  par  les  marées  dans  les  localités  situées  dans 

le  voisinage  de  la  mer.  (26  p.,  1  pi.) 

L'auteur  traite  analytiquement  cette  question,  dont  l'historique 
a  paru  dans  le  tome  VI  du  Bullettino  di  Bibliograjia  de  M.  le 
prince  Boncompagni  ('). 

Battaglini  (G.).  —  Note  sur  le  rapport  anharmonique  et  tan- 
gentiel  des  coniques.  (10  p.) 

Cet  article  a  été  reproduit  dans  le  Giornale  di  Matematiche, 
t.  XII  (!). 

Janssen  (J-)-  —  Passsage  de  Trénus.  Méthode  pour  obtenir 
photo  graphiquement  i  instant  des  contacts  avec  les  circonstances 
physiques  qu'ils  présentent.  (1  p.;  IV.) 

Pareto  (marquis  R.).  —  Etude  critique  sur  les  mercuriales, 
considérées  comme  élément  d  arithmétique  sociale.  (14  p.) 

Keller  (F.).  —  Sur  un  fragment  d'aérolithe  trouvé  le  8  mai 
près  d'Orvinio.  (3  p.) 

Respighi  (L.).  —  Observation  au  spectroscope  de  i  éclipse  par- 
tielle de  Soleil  du  26  mai  1873.  (7p.) 

Yolpicelli  (P.).  —  Ejjets  de  la  persistance  des  couleurs  sur  la 
rétine.  (4  p.) 


MÉLANGES. 

SUR  UN  NOUVEL  ÉLÉMENT  FONDAMENTAL  DE  LA  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  DU  PLAN. 
Par  M.  A  CLEBSCH  ['). 

Dans  un  Mémoire  qui  a  paru  dans  le  17e  volume  des  Mémoires 
de  la  Société  Royale  des  Sciences  de  Gottingue  ('),  j'ai  cherché 
à  caractériser  les  éléments  essentiels  que  l'on  a  à  considérer  dans  la 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.   121). 

(•)   Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  3  i. 

(*)  Mathematische  Annalen,  t.  VI,  iN;;t. 

(4)   Ueber  rine  Funàamcntalaufgabe  (1er  Invar 
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théorie  des  invariants.  Dans  la  Géométrie  analytique  plane  (l'Al- 
gèbre des  formes  ternaires),  il  y  a  nécessité  de  chercher  un  ensemble 
géométrique  comprenant  les  courbes  algébriques  comme  un  cas 
très-particulier,  et  qui  soit  en  même  temps  le  plus  général  dont 
l'étude  puisse  être  entreprise  dans  la  théorie  des  invariants  des 
formes  ternaires. 

Cet  ensemble  géométrique,  dont  l'étude  constitue  pour  ainsi  dire 
la  Géométrie  analytique  tout  entière,  notre  but,  dans  le  présent 
article,  est  de  le  définir  et  d'en  étudier  les  propriétés  les  plus  essen- 
tielles, en  réservant  de  plus  amples  développements  pour  une  publi- 
cation ultérieure. 

I. 

DÉFI5ITIO>"     DU     CO>SEXE. 

La  figure  dont  il  est  ici  question  est  donnée  par  une  équation 
contenant  les  coordonnées  d'un  point  mobile  [x)  et  d'une  droite 
mobile  (h)  entrant  séparément  d'une  manière  homogène  : 

f(x,  u)=o. 

Ce  sont  les  formes  de  la  nature  de  celles  que  l'on  appelle,  dans  la 
nouvelle  Algèbre,  formes  adjointes  (Zwischenformen),  et  qui,  con- 
sidérées comme  formes  fondamentales  indépendantes,  donnent  lieu 
par  leur  évanouissement  aux  figures  que  nous  devons  considérer 
ici.  Dans  la  fonction^les  x  entrent  au  ml':me  ordre,  les  ;/  au  «,eme. 
J'appelle  la  figure  représentée  par  l'équation  (i)  connexe  du 
m"'""  ordre  et  de  la  n"""  classe,  ou,  plus  brièvement,  connexe 
(/n,  n). 

On  peut  construire  une  pareille  ligure  par  un  procédé  analogue 
à  celui  que  Grassmann  a  employé  pour  les  figures  algébriques  en 
général  et  pour  les  courbes  algébriques  en  particulier.  En  général, 
à  chaque  droite  u  correspondent  une  infinité  de  points  x  qui  for- 
ment une  courbe  Cm  du  mleme  ordre,  et  à  chaque  point  une  infinité 
de  droites  u  qui  enveloppent  une  courbe  K„  de  la  nlerae  classe. 

Pour  saisir  facilement  ces  rapports,  il  est  convenable  de  ne  con- 
sidérer ni  le  point  ni  la  droite  comme  éléments  essentiels  du  plan; 
j'appelle  élément  la  combinaison  d'un  point  avec  une  droite.  Les 
éléments  conjoints  (x,  u)  forment  alors,  d'après  la  désignation  ordi- 
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naire,  un   système  quadruplement  infini.  D'après  cela,  l'équation 

d'un  connexe  détermine  la  série  trijdement  infinie  des  éléments 
qui  satisfont  à  son  équation.  Ce  qui  précède  peut  encore  s'exprimer 
de  la  manière  suivante  :  Les  points  qui  avec  une  droite  donnée 
sont  les  éléments  du  connexe  (m,  n)  forment  une  courbe  C,„  du 
m'™'  ordre  ;  les  droites  qui  avec  un  point  donné  sont  les  éléments 
de  ce  connexe  enveloppent  une  courbe  K„  de  la  nlemc  classe. 

C'est  seulement  dans  des  cas  particuliers  que  chaque  point  du 
plan  forme  un  élément  du  connexe  avec  une  droite  déterminée,  ou 
chaque  droite  du  plan  avec  un  point  déterminé.  On  peut  trouver 
de  tels  points  ou  de  telles  droites  singulières  en  nombre  quelconque 
dans  certains  connexes  particuliers;  il  peut  même  y  en  avoir  une 
infinité. 

Ce  dernier  cas  se  présente  dans  les  connexes  irréductibles  quand 
l'équation  f==  o  ne  contient  pas  les  x  ou  ne  contient  pas  les  u  ;  si 
elle  ne  contient  pas  les  //,  on  a  l'équation  d'une  courbe  en  coor- 
données ponctuelles;  on  peut  la  considérer  comme  un  connexe,  en 
formant  les  éléments  de  ce  connexe  avec  chaque  point  de  la  courbe 
et  une  droite  prise  à  volonté.  On  peut  faire  des  remarques  ana- 
logues si  f  =  o  ne  contient  pas  les  x  et  \>&t  suite  est  l'équation 
d'une  courbe  en  coordonnées  tangentielles. 

Les  connexes  (i,  i)  conduisent  à  la  collinéation,  et  cela  de  telle 
manière  que  ces  cas  particuliers  du  connexe,  qui  n'ont  aucun  inté- 
rêt pour  l'étude  de  la  collinéation,  conservent  encore  un  sens  dé- 
fini quand  on  les  rattache  au  connexe. 

L'étude  de  la  collinéation,  en  prenant  pour  base  une  expression 
qui  contient  linéairement  .r  et  ;/,  a  déjà  été  donnée  par  M.  Gordan  et 
par  moi  dans  le  premier  volume  de  ces uinnales  ( i  ).  Si  l'on  part  de  la 
notion  des  connexes,  on  voit  qu'à  chaque  point  x  du  plan  correspond 
un  point  y,  qui  est  le  sommet  d'un  faisceau  de  droites  (courbes  de 
jiremière  classe).  Toutes  les  droites  qui  passent  par  y  forment 
avec  x  des  éléments  de  connexe,  et  pareillement  y  est  le  point  qui 
correspond  à  x  dans  la  collinéation.  Ainsi,  à  chaque  droite  n  en 
correspond  une  autre  v  (courbes  de  premier  ordre),  dont  les  points 
forment  avec  u  des  éléments,  et  pareillement  la  droite  u  est  celle 
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qui  correspond  à  \>  dans  la  collinéation.  Cette  manière  de  com- 
prendre la  collinéation  conduit  à  différents  problèmes  et  théo- 
rèmes intéressants.  Je  mentionne  seulement  la  construction  des 
ligures  collinéaires  qui  ne  sont  pas  données  par  quatre  couples  de 
points  correspondants,  mais  par  huit  points  et  par  huit  droites 
sur  lesquelles  les  points- correspondants  doivent  être  situés.  On  a 
ainsi  le  théorème  suivant  : 

«  Dans  toute  collinéation,  dans  laquelle  les  points  correspon- 
dant à  cinq  points  donnés  sont  situés  sur  cinq  droites  données,  il 
existe  toujours  un  sixième  point  pour  lequel  les  points  correspon- 
dants sont  tous  situés  sur  une  droite  donnée,  et  ce  point  et  cette 
droite  peuvent  être  construits  linéairement.  » 

II. 

COÏNCIDENCE    ET    COUPLE    DE    COURBES. 

De  même  que  l'on  peut  obtenir  les  courbes  algébriques  comme 
intersection  des  surfaces  algébriques,  de  même  on  peut  déduire  du 
connexe  d'autres  ligures  que  comprennent  les  éléments  communs  à 
plusieurs  connexes. 

A  la  totalité  des  éléments  qui  sont  communs  à  deux  connexes,  ou, 
si  ces  éléments  peuvent  être  rationnellement  distribués  en  diverses 
parties,  à  chacune  de  ces  parties  je  donne  le  nom  de  coïncidence. 

Dans  une  coïncidence  il  ne  correspond  en  général  a  chaque  droite 
qu'un  nombre  fini  (fx)  de  points  qui  peuvent  former  avec  elle  un 
élément;  de  même,  à  chaque  point  correspond  un  nombre  fini  (v)  de 
droites.  On  peut  désigner  par  p.  l'ordre,  par  u  la  classe  de  la  coïnci- 
dence, et  donner  à  cette  dernière  le  nom  de  coïncidence  (p,  v). 

La  coïncidence  comprend  la  notion  la  plus  générale  des  transfor- 
mations réciproques,  c'est-à-dire  de  celles  qu'on  obtient  lorsqu'on 
a  deux  systèmes  A  et  B,  situés  l'un  et  l'autre  dans  un  plan,  qu'à 
chaque  point  de  A  correspond  un  certain  nombre  de  droites  de  B, 
et  qu'à  chaque  droite  de  V>  correspond  un  certain  nombre  de  points 
de  A.  L'inverse  n'a  généralement  pas  lieu;  aux  points  d'une  droite 
de  A  correspondent  en  général  dans  B  les  tangentes  d'une  courbe  ; 
et  inversement,  à  un  point  dans  B,  c'est-à-dire  aux  droites  du  fais- 
ceau  qui   passent  par  ce  point  correspondent  les  points  A  qui  dé- 
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crivent  une  courbe.  D'après  cela,  il  y  a  à  remplir  des  conditions  par- 
ticulières pour  que  la  coïncidence  commune  à  deux  connexes  (i ,  1) 
soit  équivalente  à  la  transformation  collinéaire  réciproque,  qui  peut 
à  la  \  érité  être  obtenue  de  la  manière  la  plus  générale  par  un  cboix 
convenable  des  deux  connexes. 

La  totalité  des  éléments  cjui  sont  communs  à  trois  connexes,  ou 
une  fraction  pouvant  être  représentée  rationnellement  de  cette 
totalité,  forme  un  couple  de  courbes.  Au  moyen  des  équations  de 
ces  connexes,  en  général,  les  u  peuvent  être  exprimés  rationnelle- 
ment au  moyen  des  x  aussi  bien  que  les  x  au  moyen  des  m,  tandis 
que  l'on  obtient  par  l'élimination  des  x  une  équation  entre  les  h, 
et  par  l'élimination  des  u  une  équation  entre  les  x;  on  a  ainsi  une 
courbe  en  coordonnées  ponctuelles,  ou  une  courbe  en  coordonnées 
tangentielles,  et  les  points  de  l'une  correspondent  d'une  manière 
unique  aux  tangentes  de  l'autre. 

11  n'est  pas  sans  intérêt  de  considérer  la  correspondance  uni- 
forme (eindeutig)  entre  deux  courbes,  de  la  manière  même  qui  se 
présente  ici;  car  c'est  cette  forme  non  résolue  d'équations,  telle 
que  nous  l'offre  notre  théorie,  que  l'on  rencontre  le  plus  souvent 
dans  la  plupart  des  recherches  relatives  à  ce  sujet. 


III. 

DES    COVARIAINTS    ET     DE    LA    DÉPEKDAKCE    DES    FORMES    BINAIRES 
DOUBLES. 

Chaque  connexe  donne  lieu  à  un  certain  nombre  de  covariants 
connexes,  coïncidences  ou  couples  de  courbes,  de  même  que  d'autre 
part  les  ligures  de  cette  dernière  sorte  peuvent  donner  lieu  à  des 
covariants  des  trois  espèces.  On  obtient  une  coïncidence  covariante 
d'un  connexe  donné  lorsqu'on  n'associe  pas  chaque  droite  du  plan 
avec  tous  les  points  de  la  courbe  correspondante  C,„,  mais  seule- 
ment, par  exemple,  avec  les  points  d'inflexion  de  celle-ci,  ou  encore 
les  points  de  contact  des  tangentes  doubles  ;  ou  si  l'on  n'associe 
pas  chaque  point  du  plan  avec  toutes  les  tangentes  de  la  courbe 
correspondante  K„,  mais  par  exemple  avec  les  tangentes  aux  points 
d'inflexion  ou  de  rebroussement.  Un  couple  de  courbes  est  formé 
par  les  points  doubles  et  les  points  de  rebroussement  qui  se  trou- 
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vent  dans  le  système  des  C,„,  et  les  droites  correspondantes,  aussi 
bien  que  dans  le  système  des  K„  par  les  tangentes  doubles  et  les 
tangentes  d'inflexion  et  les  points  correspondants. 

Au  début  de  cette  tbéorie  des  invariants,  il  est  intéressant  d'étu- 
dier une  classe  particulière  de  connexes  covariants  déduits  du  pre 
mier,  et  cpie  l'on  obtient  de  la  manière  suivante. 

Considérons  un  élément  arbitraire  (j -,  v)  n'appartenant  pas  au 
connexe  donné.  Le  pointj-  est  le  sommet  d'un  faisceau  de  droites  u, 
la  droite  v  contient  une  série  de  points  x.  Si  (x,  u)  est  un  élément 
du  connexe  donné,  à  cbaque  valeur  de  x  correspondra  un  groupe 
r„  de  n  droites  u  ;  à  cbaque  valeur  de  u  un  groupe  C,„  de  m  points  x. 
Considérons  un  élément  de  cette  sorte  (x,  u)  appartenant  au  con- 
nexe donné,  et  le  groupe  T„  correspondant  à  x  (qui  contient  h), 
ainsi  que  le  groupe  Cm  correspondant  à  «/(qui  contient  x).  Que 
l'on  suppose  maintenant  que  le  groupe  F„  possède  une  des  proprié- 
tés des  invariants  binaires  et  que  Cm  possède  la  même  propriété  ou 
bien  une  autre;  il  en  résulte  alors  une  condition  pour  (j  ,  r),  et 
cet  élément  appartient  à  un  connexe  covariant. 

Une  propriété  caractéristique  des  connexes  covariants  ainsi  for 
mes  est  que  leurs  équations  peuvent  se  déduire  de  la  tbéorie  des 
formes  binaires.  Les  formes  binaires  que  l'on  a  à  considérer  ici 
contiennent  des  séries  de  variables,  et  les  invariants  dont  il  vient 
d'être  question  jouissent  encore  de  la  propriété  des  invariants,  si 
une  des  séries  de  variables  est  assujettie  à  une  transformation 
linéaire,  l'autre  série  à  une  autre  transformation  linéaire  arbitraire. 
Si  l'on  rejn-ésente  symboliquement  une  semblable  forme  double- 
ment binaire  par 

<p  =  (a,  x,  ■+-  et)  x2  )™  (  m,  a,  -i-  «2  a,  )", 
les  invariants  dont  il  est  ici  question  ont  alors  pour  expression 

j  =  2c.n(«6)n(«(3), 

où  c  représente  des  coefficients  numériques  ;  a,  4, .  .  .  sont  les  sym- 
boles de  l'un,  a,  (3,.  .  .  sont  les  symboles  de  l'autre,  mais  ces  deux 
classes  de  symboles  ne  se  rencontrent  jamais  simultanément. 
Soit  maintenant 

f=  (  «,  x,  -+-  a,  xt  -+-  «3  xt  )"■(«,  rt,  -f-  it2  <h  +  M3  «j  )"=:  o 
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l'équation  symbolique  du  connexe  donne  ;  on  trouvera  alors  l'équa- 
tion du  connexe  covariant,  qui  avec  la  représentation  de  l'inva- 
riant J  peut  se  mettre  sous  la  forme 

o  =  2c.n(a6e)n(aPy). 

Cette  elassc  de  connexes  covariants  est  ainsi  ramenée  à  l'étude 
des  invariants  de  certaines  formes  binaires  doubles-,  de  même  que 
l'équation  tangentielle  d'une  courbe,  donnée  en  coordonnées  ponc- 
tuelles, se  ramène  à  l'étude  du  discriminant  d'une  forme  binaire 
contenant  une  seule  série  de  variables. 

IV. 

CONNEXES    CONJUGUÉS. 

Parmi  les  invariants  d'une  forme  binaire  double 

o  .-=  o(  r,,  x2;  u,,  h,}, 

il  y  en  a  un  qui  satisfait  aux  conditions  données  plus  baut  et  qui 
est  analogue,  dans  un  certain  sens,  aux  discriminants  d'une  forme 
binaire  ordinaire. 

Si  nous  donnons  dans  œ  aux  x  des  valeurs  arbitraires  fixes,  les 
systèmes  de  valeurs  des  u  résultant  de  l'équation  ip  =  o  formeront 
un  groupe  T„;  de  même,  si  nous  attribuons  aux  u  un  système  de 
valeurs  déterminé,  les  systèmes  de  valeurs  correspondants  des.rfor- 
meront  un  groupe  C,„.  L'évanouissement  des  invariants  dont  il 
est  ici  question  exprime  qu'il  existe  un  système  de  valeurs  de 
.ruJjjHnMi,  pour  lequel,  dans  le  groupe  T„  correspondant  aux  .r, 
les  u  doivent  former  une  double  solution,  comme  inversement,  dans 
le  groupe  C,„  correspondant  aux  z«,  les  x  doivent  former  une  double 
solution.  On  obtient  ces  invariants  égalés  à  zéro,  après  qu'on  a  éli- 
miné les  x  et  les  u  des  quatre  équations 

do  dm  do  dm 

dx,  dx,  ait,  du, 

équations  qui  tiennent  simplement  lieu  de  trois  et  ne  donnent  lieu, 
pour  cette  raison,  qu'à  une  seule  résultante.  Celle-ci  est  en  gé- 
néral, par  rapport  aux  coefficients  de  <p,  du  degré 

?.[nin  +  a(m  —  i)(n  —  1  )]. 
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Cet  invariant  conduit  à  un  covariant  connexe  particulièrement  re- 
marquable, de  l'ordre 

n[ mn  -+- 1  [m  —  1  )(«  —  1  )] 

et  de  la  classe 

m\_mn  +  2  (hi  —  i)(«  —  1  )], 

auquel  je  donne  le  nom  de  conjugué  par  rapport  au  connexe  pro- 
posé. H  y  a  réciprocité  entre  les  deux  connexes;  le  conjugué  du 
conjugué  est  le  connexe  donné,  et  ces  rapports  sont  tout  à  fait 
analogues  à  ceux  qui  existent  entre  une  courbe  considérée  comme 
lieu  de  points  et  comme  enveloppe  de  droites. 

Géométriquement,  011  définit  le  connexe  conjugué  de  la  manière 
suivante  : 

On  part  d'un  élément  ( x,  u)  du  connexe  donné,  x  étant  un  point 
de  Cm  correspondant  à  «,  u  une  tangente  de  K„  correspondante  à  x. 
Soient  maintenant  r  le  point  de  contact  de  u  avec  K„,  v  la  tangente 
à  C,„  en  x.  Alors  (j,  v)  est  un  élément  du  connexe  conjugué,  et  l'on 
obtient  le  connexe  conjugué  tout  entier,  si  l'on  fait  parcourir  à  l'élé- 
ment (a?,  u)  le  connexe  donné  tout  entier.  On  obtient,  d'après  cela 
aussi,  l'équation  du  connexe  conjugué  en  éliminant  les  x  et  les  u 
des  équations 

ùf  Of       , 

fiv  =  -r-)     T7«  =  -r-'    f—o. 
axi         •        Ou, 

Un  connexe  etson  conjugué  se  correspondent  l'un  à  l'autre,  élément 
à  élément  (eindeutig)  ;  mais  l'ordre  et  la  classe  du  connexe  conju- 
gué surpassent  en  général  ceux  du  connexe  donné.  Aussi,  si  le  con- 
nexe conjugué  du  connexe  donné  doit  être  le  connexe  lui-même,  il 
faut  cjue  ce  dernier  possède  certaines  propriétés  qui  abaissent 
l'ordre  et  la  classe  du  conjugué.  On  reconnaît  ces  propriétés  dans 
l'introduction  des  singularités  nécessaires. 

Par  singularités  nécessaires,  j'entends  une  classe  de  singularités 
qui  se  rencontrent  toujours  dans  un  connexe  ou  dans  son  conjugué. 
Si  l'on  donne  à  un  connexe  le  nom  de  général,  lors  même  qu'il  ne  con- 
tient pas  des  coefficients  complètement  arbitraires,  pourvu  qu'il  ne 
contienne  que  ces  sortes  de  singularités,  alors  il  en  est  de  même  du 
connexe  conjugué.  Les  connexes  qui  possèdent  ces  singularités  for- 
ment un  système  fermé,  tel  que  les  connexes  conjugués  en  font 
également  partie;  cette  conception  est  tout  à  fait  analogue  à  celle 
Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  VIII. (Mai  1875.)  lb 
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dont  on  fait  usage  pour  les  courbes  planes,  lorsque  à  chaque  courbe 
en  coordonnées  ponctuelles  on  adjoint  cette  courbe  elle-même  en 
coordonnées  tangentielles,  comme  plus  haut  le  connexe  conjugué  au 
connexe  primitif.  Les  singularités  nécessaires  sont  ici  celles  qui  se 
présentent  dans  les  formules  de  Pliicker  :  points  doubles  et  points 
d'inflexion  d'une  part,  tangentes  doubles  et  tangentes  d'inflexion 
de  l'autre.  Si  l'on  part  d'une  courbe  qui  possède  des  points  doubles 
el  des  points  de  rebroussement  distribués  d'une  manière  arbitraire, 
le  nombre  des  tangentes  doubles  et  des  tangentes  d'inflexion  pourra 
être,  il  est  \  rai,  modifié,  mais  ces  tangentes  ne  pourront  être  amenées 
à  des  singularités  plus  élevées.  Si  l'on  considère  l'ordre  de  la  courbe 
comme  lieu  de  points,  il  peut  y  avoir  dans  cette  courbe  des  singu- 
larités nécessaires  de  toutes  sortes,  sans  que  la  même  courbe,  con- 
sidérée comme  enveloppe  de  droites,  contienne  d'autres  singula- 
rités que  celles  que  nous  appelons  nécessaires.  On  peut  caractériser 
de  même  la  notion  des  singularités  nécessaires  dans  toutes  les  figures 
algébriques. 

De  même  que  dans  les  courbes  algébriques  planes,  ce  sontles  points 
doubles  et  les  tangentes  doubles  (y  compris  les  points  de  rebrous- 
sement et  les  tangentes  d'inflexion)  qui  constituent  les  singularités 
nécessaires,  dans  les  surfaces,  les  courbes  doubles  et  les  points 
doubles  ou  triples,  de  même  ici  les  singularités  nécessaires  se  for- 
ment avec  des  figures  doubles,  triples,  quadruples;  et  même  les 
figures  doubles  peuvent  s'élever  à  une  double  infinité,  c'est-à-dire 
jusqu'à  la  coïncidence,  les  images  triples  jusqu'au  couple  de  courbes, 
tandis  que  les  éléments  quadruples  se  rencontrent  seulement  à 
l'état  isolé  comme  singularités  nécessaires. 


V. 

LA    COÏNCIDENCE    PRINCIPALE    ET    LES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES 
ALGÉBRIQUES    DU    PREMIER    ORDRE. 

J'appelle  connexe  identique  le  connexe  ,  i,  i)  qui  est  défini  par 
l'équation 

it,  x,  +  a2  x.  -4-  it ...  x3  =  o  ; 

dans  ce  connexe,  à  chaque  point  correspond  la  totalité  des  droites 
(|iii  v  passent,  el  à  chaque  droite  la  totalité  des  points  qui  \  sont 
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situes.  Les  éléments  du  connexe  sont  d'ailleurs  les  combinaisons 
des  points  et  des  droites  associées. 

Tous  les  éléments  qui  sont  communs  au  connexe  donné  /'=  o  et 
au  connexe  identique  forment  une  coïncidence  covariante  parti- 
culièrement importante  pour  l'étude  du  connexe  f=  o;  je  lui 
donne  le  nom  de  coïncidence  principale  du  connexe.  Dans  cette 
<  oïncidence,  à  chaque  point  correspondent  n  droites  passant  par  ce 
point  ;  ces  droites  sont  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  courbe 
K„  correspondante;  et  à  chaque  droite  correspondent  ///  points,  qui 
sont  les  points  d'intersection  de  cette  droite  avec  la  courbe  corres- 
pondante C,„. 

La  recherche  de  la  coïncidence  principale  est  identique  à  la  re- 
cherche de  l'équation  différentielle  algébrique  la  plus  générale  du 
premier  ordre.  Considérons  avec  chaque  point  du  plan  les  //  élé- 
ments infiniment  petits,  qui  partent  de  ce  point  dans  la  direction 
des  n  droites  correspondantes,  il  existe  simultanément  avec  ces 
éléments  un -système  de  courbes,  tel  que  par  chaque  point  du  plan 
passent  n  branches  du  système  et  que  chaque  droite  du  plan  est  tou- 
chée par  m  droites  du  système. 

Je  nomme  ces  courbes  les  courbes  connexes  correspondantes  à 
f=o\  elles  représentent  l'intégrale  d'une  équation  différentielle 
algébrique  qui  est  donnée  par  le  connexe  et  qui  possède  tous  les 
coefficients  généraux  qui  se  trouvent  dans  le  connexe.  On  a  ainsi  une 
représentation  géométrique  de  cette  intégrale  qui  se  présente  d'elle- 
même,  qui  fait  ressortir  le  caractère  dualistique  de  l'intégrale;  car 
l'équation  différentielle  peut  être  formée  de  deux  manières,  suivant 
que  l'on  considère  les  .r  ou  bien  les  a  comme  variables.  On  obtient 
la  première  en  remplaçant  n  par  les  quantités 

^1  dxi  —  Xi  dx,,     x,  dx,  —  x,  dxs,     x{  dx2  —  x-,  dx,  ; 

la  seconde,  en  mettant  à  la  place  des  x  les  quantités 

u,dri3  —  u3  dui,     u3du,  —  «,rf«3,     11 ,  du,  —  n.dn, 

dans  l'équation  du  connexe. 

Une  équation  différentielle  du  premier  ordre  à  coefficients  algé- 
briques peut  être  obtenue  de  cette  manière.  On  peut  représenter 
la  connexion  qui  existe  entre  l'équation  différentielle  algébrique  el 
la  coïncidence  principale  d'un  connexe  de  la  manière  suivante. 
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A  une  coïncidence  principale  appartiennent  une  infinité  de  con 
nexes.  Si  l'on  représente  l'un  d'entre  eux  par  /"=  o,  ils  sont  repré- 
sentés par  l'équation  f  -f-  Mu,,  =  o,  dans  laquelle  M  est  une  fonc- 
tion arbitraire  de  .r,  u  des  degrés  convenables  par  rapport  aux  deux 
séries  de  variables. 

c.    .  ..,,,.  „         (lr, 

boit  maintenant  une  équation  algébrique  entre  £,  r;,  —p  = />7 

tp    i,  r,,  p)  =  o. 

Mettons  l'équation  cf  =  o  sous  la  l'orme 

f(Z,r,y—  piXp  —  «)  =  o, 

ce  qui  peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières  : 


est  toujours  l'équation  d'un  connexe  dont  les  courbes  connexes  sont 
données  par  l'équation  0=0. 

Tant  qu'on  ne  fait  aucune  hypothèse  particulière  sur  les  coeffi- 
cients du  connexe,  l'équation  différentielle  n'a  aucune  intégrale 
singulière;  mais  il  est  facile  de  représenter  ces  courbes,  parmi  les- 
quelles l'une  est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes 
qui  forment  l'intégrale,  tandis  que  l'autre  est  enveloppée  par  les 
tangentes  d'inflexion  de  ces  mêmes  courbes.  Ces  courbes  se  trans- 
forment dans  l'intégrale  singulière  toutes  les  fois  que  la  direction  de 
la  tangente  en  un  point  de  rebroussement  coïncide  constamment 
avec  la  tangente  à  la  courbe  formée  par  les  points  de  rebroussement, 
ou  encore  que  le  lieu  qui  est  enveloppé  par  les  tangentes  d'inflexion 
coïncide  avec  le  lieu  des  points  d'inflexion  lui-même. 

VI. 

THÉORÈME    SUR    LES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    ALGÉBRIQUES 
DU     PREMIER    ORDRE. 

Les  considérations  qui  précèdent  conduisent  à  une  application 
intéressante  de  la  théorie  précédente,  en  même  temps  qu'elles  four- 
nissent une  classification  des  équations  différentielles  algébriques  du 
premier  ordre  tout  à  fait  analogue  à  celle  que  Riemann  a  donnée 
pour  la  classification  des  intégrales  abéliennes. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  245 

Ces  recherches  se  rattachent  à  l'extension  que  nous  avons  donnée 
au  théorème  de  Piiemaiin  sur  la  conservation  du  nombre  p  par  des 
transformations  uniformes  ou,  en  langage  géométrique,  à  l'invaria- 
bilité du  genre  des  surfaces  algébriques,  dans  les  Comptes  rendus, 
année  1868,  méthode  que  M.  NiJther  a  étendue,  dans  le  deuxième 
volume  de  ces  annales,  aux  figures  algébriques  contenant  un 
nombre  quelconque  de  variables. 

Représentons  par  (.r,  u)  un  élément  du  connexey=  o;  par  ci' x 
un  accroissement  de  la  variable  x  contenue  dans  le  connexe  pour 
lequel  u  reste  invariable;  de  même,  par  d" u  un  accroissement  de  u 
pour  lequel  x  demeure  invariable;  enfin  par  r/.r,  du  des  accroisse- 
ments quelconques  des  variables  x  et  u  dans  l'étendue  du  connexe. 
Désignons  par  a,  (i  des  quantités  arbitraires,  et  par  0  une  fonction 
entière,  qui  est  respectivement  de  l'ordre  m  —  3  et  «  —  3  par  rap- 
port aux  x  et  aux  u;  ona  alors 

.    Q.{xtxd'x)  (udud"u) Q.(xdxd'x)  (u$d"u) 

pour  l'élément  d'une  intégrale  triple.  Si  l'on  détermine  maintenant 
les  constantes  qui  entrent  clans  0,  de  telle  sorte  que  cette  intégrale 
ne  devienne  jamais  discontinue,  le  nombre  des  constantes  arbi- 
traires qui  entrent  dans  0  détermine  le  genre  du  connexe  ;  ce  nombre 
demeure  invariable,  de  quelque  manière  qu'on  transforme  le  con- 
nexe. On  peut  traiter  de  la  même  manière  la  question  du  genre 
d'une  coïncidence  et  d'un  couple  de  courbes.  Ce  dernier  est  iden- 
tique avec  le  genre  qui,  d'après  la  tbéorie  des  fonctions  abéliennes, 
convient  à  chacune  des  deux  courbes.  Pour  la  définition  du  genre 
d'une  coïncidence,  je  désigne  par/*=  o,  œ  =  o  l'équation  des  con- 
nexes dont  l'intersection  totale  ou  partielle  forme  la  coïncidence, 
par  7?î,  11  et  m  ,  11'  l'ordre  et  la  classe  de  ces  connexes.  Soient  d'ail- 
leurs dx,  du,  d'x,  d'u  deux  directions  quelconques  d'accroissement, 
dans  la  coïncidence,  «,  a,  /3,  (3  étant  les  grandeurs  arbitraires,  et  0 
une  fonction  entière  qui  est  jiar  rapport  à  x  de  l'ordre  m  -+■  m' —  3, 
par  rapport  à  u  de  l'ordre  71  -+-  u' —  3  ;  on  a  alors 


di  =  = 


Q.(dxd'xx)  (ub  (3) 


w  bif  U-t.  1  pi  9'  M,  —  ^  b,  d  M,.  -  (3;/'  M; 

0.  {dud'uu)(xa  y.  ) 
1  ctif  x;. 2 <*,- ©' x,  —  i tXif  Xi. 2«,cp' .r, 
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qui  est  un  élément  d'une  intégrale  double.  Si  l'on  détermine  main- 
tenant les  constantes  dans  (-).  après  qu'on  a  réduit  leur  nombre  le 
plus  possible,  au  moyen  des  équations  /'r=  o,  <f  =  o,  de  manière 
que  l'intégrale  double  ne  devienne  jamais  infinie,  le  nombre  des 
constantes  arbitraires  qui  subsistent  indique  le  genre  de  la  coïnci- 
dence; ce  nombre  ne  change  pas  parles  transformations  uniformes 
de  la  coïncidence. 

C'est  ce  qui  a  lieu  particulièrement  pour  la  coïncidence  princi- 
pale d  un  connexe.  Une  transformation  uniforme  ne  transforme 
pas  toujours  de  cette  manière  la  coïncidence  principale  d'un  con- 
nexe; mais,  parmi  toutes  les  transformations  uniformes  dont  une 
coïncidence  principale  est  susceptible,  il  en  existe  particulièrement 
un  groupe  qui  la  transforme  de  nouveau  en  coïncidence  princi- 
pale, et,  pour  cette  dernière,  le  genre  reste  le  même.  On  voit 
maintenant  que  ces  transformations  sont  précisément  les  trans- 
formations uniformes  de  l'équation  différentielle  correspondante 
du  premier  ordre.  Représentons  celle-ci  avec  la  notation  habi- 
tuelle 

où  y  est  une  fonction  entière;  cette  transformation  algébrique  uni- 
forme consiste  plus  généralement  à  poser 

(2)  i     -(     * 

o  et  yi  sont  d'ailleurs  deux  fonctions  rationnelles  quelconques. 
Admettons  que  l'on  puisse,  au  moyen  de  (i)  et  (2)  et  de  l'équation 
qui  en  résulte,  exprimer  rationnellement  .r,   ;  .  -j-  au  moyen  de 

th  ..  •       (h  ,  dy 

:    >:.    j^i  en  même  temps  que  1  on  exprime — -.  au  moyen  de  ■*',  y,  -7— 

L'équation  finale  en  ?,  n,  —-,  à  laquelle  on  parvient,  est  alors  une 
équation  différentielle  transformée  pour  laquelle  le  nombre  des 
constantes  a  la  même  valeur  que  dans  l'équation  primitive. 

On    peut,  d'après  cela,   convenir  que  ce  nombre  représente  le 
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genre  de  l'équation  différentielle,  et  l'on  a  alors  une  classiGcation 
des  équations  diilérentielles  algébriques  du  premier  ordre,  qui  com- 
prend dans  le  même  groupe  les  équations  différentielles  du  même 
genre,  et  dans  laquelle  on  considère  comme  identiques  toutes  celles 
qui  dérivent  l'une  de  l'autre  par  une  transformation  uniforme.  Je 
remarque,  en  particulier,  que  le  genre  est  toujours  nul,  lorsque 
l'équation  différentielle  est  intégrable  de  telle  manière  que  l'on 
puisse  exprimer  y  au  moyen  de  x,  par  une  intégrale  abélienne  ; 
c'est-à-dire  lorsque  l'équation  différentielle  se  déduit  des  équa- 
tions de  la  forme 

^|  =?(Ç,?),     f(Z,l)  =  o 

par  l'élimination  de  £,  où  ip  et/ sont  des  fonctions  rationnelles  de 
leurs  arguments. 

Vil. 

RAPPORT    AVEC    LA    GÉOMÉTRIE    T)E    LA    LIGNE    DROITE. 

Pour  terminer  cet  article,  nous  allons  examiner  un  rapport  qui 
existe  entre  les  connexes  et  les  complexes  de  Plûcker,  et  nous  ver- 
rons que  ces  dernières  figures  ne  sont  essentiellement  que  d'autres 
interprétations  de  la  même  conception  algébrique. 

Supposons  d'abord  que  le  système  des  droites  u,  situées  dans  le 
plan  d'un  connexe  donné,  soit  représenté  collinéairement  par  les 
points  y  d'un  second  plan.  A  chaque  élément  (.r,  u)  du  premier 
plan  correspond  alors  une  droite  qui  établit  la  liaison  entre  le  point  .r 
et  le  point  y  correspondant  à  u.  Les  droites  de  l'espace  se  trouvent 
ainsi  liées  de  cette  manière  à  la  totalité  des  éléments  (jr,  u}. 

Si  l'on  donne  entre  les  éléments  du  plan  une  équation  (celle  du 
connexe),  il  en  résulte  une  relation  à  laquelle  les  droites  corres- 
pondantes de  l'espace  doivent  satisfaire.  Au  connexe  correspond 
ainsi  un  complexe;  de  même,  quand  on  donne  deux  équations,  à  une 
coïncidence  correspondra  une  congruence,  et  quand  on  donne  trois 
équations,  à  un  couple  de  courbes  correspondra  une  surface  réglée. 

On  peut  de  la  même  manière  transformer  l'équation  d'un  con- 
aexe  dans  celle  d'un  complexe.  Soient  £,  r,  les  coordonnées  de  points 
de  l'espace,  p,,,  =  %tr,i —  ltn,  les  coordonnées  d'une  droite.  Que  l'on 
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pose,  dans  ] 

'équation 

f(X„  Xi,  X, 

;  Ui,  a. 

.«.)  = 

du  connexe 

px,=p„ 

<7ll, 

=  />,: 

px7=pJt 

7II: 

=  />' 

pX3  =/Jj, 

»        C"»3 

=  A>< 

l'équation  du  connexe  prend  alors  la  forme 

(0  <?{p,3,pJ„p,„P2»,Pu)  =  0. 

La  quantité  pi%  n'entre  pas,  de  sorte  qu'on  n'a  pas  à  se  servir  de 
l'identité.  Le  complexe  (i)  est  du  degré  m  -+-  n  ;  mais  il  se  distingue 
du  complexe  général  du  [m-\-n)lime  degré  par  des  singularités  ca- 
ractéristiques; car  son  équation  est,  par  rapport  à  />14,  />24,  />31,  ho- 
mogène et  du  ;;tlcmo  degré;  par  rapport  à  pls,  /?23,  /?43,  homogène  et 
du  nleme  degré;  par  conséquent  le  complexe  renferme  un  plan 
singulier  d'ordre  ///  et  un  autre  plan  singulier  d'ordre  «;  chaque 
droite  située  dans  l'un  de  ces  plans  est  m  fois  ou  n  fois  droite  du 
complexe,  et  ces  plans  ne  sont  autre  chose  que  les  plans  des  x  et 
des  y  des  constructions  précédentes. 

Si  l'on  veut,  inversement,  revenir  d'un  complexe  donné  au  con- 
nexe qui  lui  correspond,  en  employant  la  méthode  précédente,  on 
peut  y  arriver  en  éliminant  />12  au  moyen  de  l'identité.  Si  le  com- 
plexe donné  est  du  /•lcmo  degré  et  contient  des  coefficients  arbitraires, 
il  faut  multiplier  son  équation  par  pj4,  c'est-à-dire  qu'il  faut  ad- 
joindre au  complexe  /■  fois  une  droite  (la  droite  d'intersection  des 
plans  singuliers'1  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  le  complexe  linéaire 
spécial  qui  la  contient. 

Quand  on  entreprend  ainsi  l'étude  de  ces  ligures,  en  les  considé- 
rant, d'une  paît,  comme  connexes,  d'autre  part  comme  complexes, 
on  voit  que  la  différence  consiste  essentiellement  dans  ce  que  nous 
nommons,  dans  les  deux  cas,  la  figure  générale.  Dans  la  première 
manière  de  voir,  un  complexe  du  /■"'mu  degré  doit  être  considéré 
comme  général,  lorsque  son  équation  écrite  avec  tous  les  six  />  con- 
tient les  coefficients  généraux.  La  circonstance  d'un  plan  ///  luis 
et  n  fois  singulier  [m  -+-  n  =  r)  n'est  qu'une  dégénérescence.  Dans 
la  seconde  manière  de  voir,  c'est,   au  contraire,  cette  dernière  cir- 
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constance  qui  constitue  la  généralité  :  elle  consiste  dans  la  séparation 
répétée  r  fois  du  complexe  dans  un  complexe  linéaire  spécial. 

Pour  les  connexes,  la  différence  entre  les  deux  manières  de  consi- 
dérer les  choses  est  toute  pareille,  quoiqu'elle  se  produise  en  sens 
inverse. 

Une  pareille  différence  dans  la  manière  de  considérer  les  choses, 
motivée  par  diverses  définitions  de  ce  qu'on  appelle  le  cas  général, 
se  présente  dans  plusieurs  théories  qui  ne  se  rapportent  pas  seule- 
ment aux  ligures  géométriques  et  n'est  pas  toujours  assez  remar- 
quée. C'est  ainsi  cpie  les  propriétés  générales  des  équations  diffé- 
rentielles sont  différentes,  suivant  que  l'on  considère  les  équations 
dillèrentielles  ou  les  équations  intégrales  comme  données  par  des 
fonctions  générales.  Un  autre  cas,  bien  connu,  qui  se  rattache  aux 
considérations  précédentes,  se  présente  dans  l'étude  de  la  forme 
normale  des  équations  algébriques,  que  l'on  rencontre  dans  la 
théorie  des  fonctions  abélienncs,  suivant  qu'on  la  considère  comme 
Riemann,  ou,  comme  nous  l'avons  fait,  M.  Gordan  et  moi,  dans 
notre  Tliéorie  des  fonctions  abéllennes. 


SIR  LA  PREMIÈRE  MÉTHODE  DONNÉE  PAR  JACORI,  POUR  L'INTÉGRATION  DES  ÉQl'ATIONS 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE; 

Par  M.  G.  DARBOUX. 

I. 

Dans  ses  premiers  travaux  sur  le  théorème  d'Hamilton,  Jacobi  a 
été  conduit  à  une  méthode  d'intégration  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  qui  s'appuie  sur  le  théorème  sui- 
vant : 

Etant  donnée  l'équation  aux  dérivées  partielles 

remplaçons  ——  par  pt  dans  la  fonction  II,  et  intégrons  le  système 
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des  in  équations  aux  dérivées  ordinaires 
.    ,  dqk       <)U       dPi  dR      .. 

c  est-à-dire  exprimons  les  variables  ph  <•/,-  en  fonctionne  /  que  nous 
supposerons  être  le  temps,  et  des  valeurs  initiales  /<','.  q\  de  />,.  (/,  à 
1  époque  f  =  o.  Calculons  ensuite  l'intégrale 

;3>       T=f(*ï--*  &-•--*$-■)* 

Le  calcul  présentera  '\  comme  une  fonction  de  /  et  des  in  con- 
stantes pf  i/"  :  mais  des  n  formules  qui  font  connaître  qx.  i/: ,  q„ 

on  peut  tirer p°n  p\  — ,  /'",  en  fonction  de  </,.  </» qn\  </".  if\ 

</",  et,  par  suite,  ramener  \  à  ne  plus  contenir  que  les  in  -+-  i  va- 
riables 

t;     q„  q,,...,  q„;     q\,q\,...,q*n. 

La  fonction  ^  ainsi  obtenue  sera  une  intégrale,  contenant  é\  idem- 
imiit  n  constantes  arbitraires  t/'].  q\  — ,  //"  de  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  proposée.  De  plus,  les  intégrales  générales  du  svs- 
lème  des  équations  (2)  pourront  se  mettre  sous  la  forme 

/M  ')V  ,)V  .       #■  -  » 

(4)  —  =  /»,-,     âqj  =  ~pt'    ('=''-'-----'"'- 

Voici  comment  Jacobi  démontre  ce  beau  théorème.  Imaginons 
que,  dans  la  formule  (3),  on  fasse  varier  inliniment  peu  les  valeurs 
des  constantes  qui  figurent  dans  lis  expressions  de  pt  et  de  qk.  La 
différentielle  totale  de  N  ,  considérée  comme  fonction  de  ces  arbi- 
traires, s'obtient  sans  difficulté,  et  1  on  trouve. 

(  SV  =  p  l,-h...-hp„5q„ 

!  — /'.  °3  1  —  /'-■  °?°  —  ...  —  /'„  oq"„. 

Jacobi  déduit  de  cette  équation  que,   si  1  on  exprime  \   en  fonction 

de  /.  .y,,  q ','.  on  aura 

\  d\ 

!*=»'  wt=~ptt 

et  cette  conclusion  est  évidemment  exacte  en  général;  car,  si  1  on 
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a  la  différentielle  totale  d'une  fonction  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes, il  est  clair  cjue  le  coefficient  de  l'une  quelconque  des 
différentielles  des  variables  indépendantes  est  la  dérivée  partielle 
de  la  fonction  par  rapport  à  cette  variable. 

M.  Mayer,  dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  III  des  Mathema- 
tische  Annalen,  a  fait  le  premier  la  remarque  suivante  :  La  conclu- 
sion de  Jacobi  suppose  essentiellement  que  les  in  variables  </,-,  <y° 
soient  indépendantes  les  unes  des  autres.  Or  cela  n'a  pas  lieu  né- 
cessairement. Renvoyant,  pour  la  mise  en  évidence  de  ce  fait,  au 
Mémoire  de  M.  Mayer,  je  me  contenterai  d'en  examiner  les  consé- 
quences relatives  à  la  méthode  proposée  par  Jacobi.  Il  y  a  deux 
points  à  examiner.  Peut-on  toujours  exprimer  la  fonction  \  au 
moyen  des  variables  </,-,  t/°t?  A-t-on  encore  le  droit  d'écrire  les  équa- 
tions (6),  ou  peut-on  remplacer  ces  équations  par  d'autres  qui 
permettent  d'atteindre  le  but  que  se  proposait  Jacobi?  M.  Mayer, 
sans  examiner  ces  deux  questions,  abandonne  la  méthode  de  Ja- 
cobi, et,  lui  faisant  subir  une  légère  modification,  il  la  remplace 
par  une  autre  tout  aussi  simple,  mais  qui  n'est  plus  sujette  aux 
mêmes  objections. 

Il  y  a  deux  ans,  M.  Bertrand,  dans  son  Cours  au  Collège  de 
France,  a  pris  pour  texte  la  Mécanique  anal)  tii/ue  de  Jacobi.  Dans 
ses  leçons,  auxquelles  j'assistais,  il  a  été  conduit  à  examiner  l'ob- 
jection de  M.  Mayer,  et  il  a  fait  observer  que,  bien  que  la  remarque 
de  ce  savant  géomètre  soit  très-fondée,  elle  ne  met  pas  nécessaire- 
ment en  défaut  la  méthode  de  Jacobi.  Se  bornant  au  cas  où  il  y  a 
une  seule  relation  entre  les  variables  </,-,  y°,  il  a  invité  ses  audi- 
teurs à  essayer  l'examen  de  l'hypothèse  la  plus  générale.  Je  pré- 
sentai alors  à  M.  Bertrand  le  résultat  des  recherches  que  j'avais 
(ailes  d'après  ses  indications,  et  c'est  ce  petit  travail,  tout  à  fait 
oublié  par  moi,  que  M.  Bertrand  veut  bien  se  rappeler  et  qu'il  croit 
digne  d'être  soumis  à  l'Académie. 


Dans  une  Communication  du  21  décembre  1874,  j'ai  indiqué 
quelle  était  la  nature  des  remarques  faites  sur  cette  première  mé- 
thode par  M.  Mayer,  et  comment  j'avais  été  conduit  à  examiner 
ses  objections  par  les  remarques  que  M .   Bertrand  a   présentées  à 
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ce  sujet  dans  son  Cours  de  1872  au  Collège  de  France.  Je  me  pro- 
pose d'examiner,  dans  cette  Note,  quelles  sont  les  modifications 
que  doit  subir  la  méthode  de  Jaeobi  si  l'on  veut  la  rendre  appli- 
cable dans  tous  les  cas. 
Soient  les  équations 

dqi  _r)U       dpi__àR 
(l}  dt~  dp'      dt  ~       dqi 

où  H  désigne  une  fonction  quelconque  de  /?,,  /'2,...,  />„,  e/,,  ^2,..., 
^„,  et  t.  Nous  désignerons  par ///,  <y°  les  valeurs  des  variables/»,,  //, 
pour  t  =  o . 

Supposons  qu'on  ait  intégré  le  système  des  équations  (1),  c'est- 
à-dire  qu'on  ait  trouvé  272  relations  entre  les  variables  ?,  />,,  qh 
/>J,  f/,0.  Jacobi  admet  implicitement  qu'on  ne  peut  éliminer  toutes 
les  variables  /»,,/>"  d'aucune  de  ces  relations.  Nous  supposerons,  au 
contraire,  que  A  de  ces  relations  puissent  s'exprimer  indépendam- 
ment des  quantités  ph  p].  Soient 


(?) 


F,(g„  qlt...,q„,  q\,  q°,...,  q'a,t)=o, 
l'.f'/i.  <Ju-..,<],s,  q%  ql,...,  qâ,  t)  =  o, 

Ft(g„  q2,...,q*,  q\,  ??,...,  q%,t)  =  o 


ces  équations.  On  peut  en  tirer  h  des  quantités  </",  par  exemple 
'Ai  '/li  •  ■  •  1  '/« 1  et  lcs  mettre  sous  la  forme 


(3) 


Fi=/.(?i.  ?.,..-, g«,  gjf+i,  g*+,..-..  g»,  0  — gî=°> 

F,  =,/".  (  </, ,  g„ . . . ,  </„,  gî+1>  g^ , . .   ,  q%,  t)  —  q\  =  o, 
F*  =/,  (<;,,  gr„ ....  g„,  ^+I,  çj?+„ .  . . ,  </»,  f)  —  qf  =  o. 


Alors  les  in  quantités  </,,  7°  ne  pourront  plus  être  considérées 
comme  indépendantes.  Mais  il  y  a  une  première  remarque  à  faire  : 
c'est  que,  même  dans  ce  cas,  V  peut  s'exprimer  en  fonction  des 
variables  </,-,  a0,.  Cela  résulte,  comme  l'a  fait  remarquer  M.  Ber- 
trand, de  l'expression  même  de  la  différentielle  totale  de  cette  fonc- 
tion. 

Admettons  qu'on  ait  calculé  V  et  qu'on  l'ait  exprimé  d'une  ma- 
nière quelconque  en  fonction   des   variables  q,-,  </"  (cela  pourra  se 
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faire,  en  général,  d'une  inGnité  de  manières,  puisqu'il  y  a  A'  rela- 
tions entre  les  qh  ql).  Remplaçant  â\J  par  son  expression  au  moyen 
des  dérivées  partielles  de  V,  on  déduit  de  la  formule  (5)  de  ma  pre- 
mière Communication  la  suivante  : 

(4)      S(S  "  *)  °Y  "  2(S + r'  )  °Y = °- 

On  n'a  plus  le  droit  seulement  d'égaler  à  zéro  le  coefficient  de 
chaque  différentielle ,  puisque  les  variables  qL ,  q]  ne  sont  plus 
indépendantes.  On  a  entre  les  différentielles  de  ces  variables  les 
A  relations  suivantes  : 


d¥, 

àF, 

àF, 

àF, 

dq, 

Sq, 

■+■■  , 

.  -j 

dq. 

ôqn 

+  w, 

ôq\ 

-h .  . 

•+^I 

ôq" 

=  o, 

d¥, 

d¥2 

àF, 

àF, 

dq, 

ôq, 

+  . 

+  <^ 

àqn 

+  W; 

ôq", 

+  .  . 

•  +  <W 

Sqt 

=1  o, 

dFk 

d¥k 

dF,, 

àFt 

àq, 

dq, 

■+-. 

■+w» 

oqr, 

"-ôq- 

°Y 

'  +. 

-  +  M 

Sq'n 

=  o. 

11  suit  de  là  que,  en  désignant  par  /,,  X,,.  .  . ,  Xj  des  multiplica- 
teurs convenablement  eboisis,  on  pourra  toujours  poser 


àV           _         àF,           àF, 

,    d¥k 

(5) 

dqi       '  '             '  àqt         *  àqi 

.  —  h  -r— 
dqi 

(6) 

àY         „          ,    àFi       ,    àF, 
aql       '                 dq"           dq" 

,   <?F, 

Telles  sont  les  formules  qu'il  faut  substituer  aux  équations  de  Ja- 
cob i. 

Les  équations  (5),  (6),  jointes  aux  formules  (3),  permettent 
d'exprimer  toutes  les  arbitraires  de  la  question  en  fonction  de 

(]„<],,...,     q„;     ql+1,...,     q°;     )„,  ?.„...,     h. 

Elles  donnent  donc  l'intégrale  générale  du  système  des  équa- 
tions (i);  de  plus,  les  in  arbitraires,  en  fonction  desquelles  s'ex- 
priment toutes  les  variables,  sont  indépendantes  les  unes  des  autres, 
et,  par  suite,  toute  relation  où  elles  figureront  seules  devra  être 
identiquement  vérifiée. 

Cherchons  maintenant,  en  suivant  pas  à  pas  la  marche  de  Jacobi, 
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la  dérivée  partielle  de  V  par  rapport  à  /.  On  a 

i)\       d\  <Ay,  d\  dfj„  _      dq,  dq„ 

Tt  +  dq,  tf*~  +  "  "+  dq„  W~'h  dt  +  '  '  "  +  ^  d7  ~  H' 

.  d\  .  ,    ,   , 

et,  par  suite,  en  remplaçant  par  son  expression  tirée  delà  pre- 

mière des  équations  (5), 

â\       \?{dFadq,      dFadq,  d¥«dqn\      „. 

dt        £j\dq,    dt       dq,   dt  dq„   dt  }         y'     '      ' 

Le  coefficient  de  /,  est  évidemmenl  égal  à  —    ,— •  On  a  donc,  en 

dt 

remplaçant  pt  dans  11  par  sa  valeur  tirée  des  formules  (5), 

dX      .   <JFi  .   dVt 

-tt  +  h  - r-  -+-•••  +  h  - ;— 
dl  dt  dl 

„  /<?V       .   <?F,  .    <*F,  \ 

Si.  comme  nous  pouvons  le  supposer  maintenant,  les  équa- 
tions [j)  ont  été  écrites  sous  la  forme  (3);  si,  en  outre,  au  moyen 
de  ces  ('■([nations  (3),  on  a  chassé  de  \  les  quantités  </".  (/"..  .  .,<■/,?, 
1  équation  précédente  a  lieu  entre  les  -m  arbitraires 

?*+.„...,     q°„;     q,,...,     q„;     l„     h ,     h.. 

Elle  es1  donc  identiquement  vérifiée,  d'après  une  remarque  déj;'i 
faite.  Or,  si  L'on  y  considère  X,,  ).,..  . . ,  ).;  comme  des  constantes, 
et  si  l'on  remarque  que  les  dérivées  de  l'„  sont  les  mêmes  que  celles 
de  fa,  elle  exprime  que  la  fonction 

V  +  /,/,  +  ).,/, -)-...  +  h  fi 

satisfait  à  1  équation  aux  dérivées  partielles  proposée,  \insi,  sans 
changer  de  méthode,  on  obtient  encore  une  intégrale  générale  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  qu'il  s'agii  d'intégrer. 

Le  résultat  de  cette  recherche  peut  être  résumé  dans  le  théorème 
sui\  ant  : 

Etant  données  les  équations  différentielles 
,l,i,       d\\       dp,  dll 

—r-  =  -r—  )  ,  "  = ; —  >       (  2  =  1 ,  2, .  .  . .  fl    , 

dl         dp,         dl  dq, 
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supposons  qu'on  les  ait  intégrées,  et  que  des  intégrales  on  puisse 
déduire  k  relations  distinctes,  et  h  seulement,  entre  les  variables 
«,,  c/o,...,  qn  et  leurs  valeurs  initiales;  on  mettra  ces  relations  sous 
la  forme 

F,     -./;  [q»  q: qn,  qL-»  qi+ ,  q'n)  -  q1  =  o, 

F2  =f,{q„q, qm  q'k+„  q°k+„...,  q')  -q\  —  o, 

Ft—fi,(ij„q„-  ■ .,  qn,  '/;:+,,  '/;:+.,- .  -,  qn)  —  qt  =<>, 

et  l'on  calculera  l'intégrale 

Cette  intégrale  pourra  toujours  s' exprimer  en  fonction  des  va- 
riables y,,  y,,...,  <jr„,  <■/"_,_, , . - . ,  q"n.  Cette  expression  de  X  étant  ob- 
tenue, les  intégrales  générales  du  système  des  équations  différen- 
tielles pourront  se  mettre  sous  la  forme 


Pi 

àV 

~dq-, 

= 

,    OF, 

'<    dq, 

-4-  /. 

OF, 
'  dqi 

+ 

■  +'/., 

àF, 
'■  Oq, 

Pi 

= 

.   àF, 

l'dql 

+x, 

dFi 
àql 

+ 

+  li. 

àFl; 

<)q: 

et  en 

outre 

la 

fonction 

X 

'+«|J 

f,+. 

..+ 

ai. 

fi, 

où  «,,  aîv..,  at  sont  des  constantes  arbitraires,  sera  une  intégrale 
générale  de  l'équation 

Tt  +H=°' 

ou  l'on  a  remplacé,  dans  H,  »,  pa/'  t— • 

Je  n'insiste  pas  sur  la  grande  simplification  qu'offrira  l'intégra- 
tion des  équations  différentielles  du  système  canonique  dans  le  cas 
spécial  sur  lequel  M.  Mayer  a  appelé  l'attention. 
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LUCCHESINI  (A.).  —  Tavole  dei  logabitmi  comuni  a  sette  cifre  decimali 
dei  numeri  da  i  à  108000,  e  dei  seni,  coseni,  tangenti  e  cotangenti  di  secondo 
in  secondo  per  i  quattro  primi  ed  ultirni  gradi  dei  quadrante,  e  di  dieci  in  dieci 
secondi  per  tutli  i  90  gradi  ;  con  una  Prefazione.  Edizione  stereotipa.  —  Firenze, 
G.  Civelli,  1875.  1  vol.in-8,  lii-56i  p. 

L'auteur  remarque,  au  commencement  de  son  Introduction,  que 
la  célèbre  inscription  du  tombeau  de  Jacques  Bernoulli  :  Eadem 
mutata  resurgo,  peut,  jusqu'à  un  certain  point,  s'appliquer  à  la 
plupart  des  nouvelles  Tables  de  logarithmes  à  7  décimales,  qui 
sont  des  éditions  revues,  mais  rarement  améliorées,  des  Tables 
publiées  en  1742  par  Gardiner  et  connues  j>lus  tard  sous  le  nom 
de  Tables  de  Callet. 

Il  semble  toutefois  que  Callet  et  ses  successeurs  n'aient  pas  tou- 
jours bien  compris  les  intentions  de  Gardiner.  Cet  éminent  calcu- 
lateur, pour  donner  les  moyens  d'obtenir,  dans  des  cas  exception- 
nels, les  logarithmes  avec  huit  Ggures,  avait  fait  précéder  sa  Table 
générale  à  sept  figures,  pour  les  nombres  de  10  000  à  100  000, 
d'une  Table  abrégée  à  huit  figures,  pour  les  nombres  de  1  à  1000 
et  de  100  000  à  102  100.  Dans  sa  seconde  édition,  Callet  a  fondu 
cette  Table  auxiliaire  dans  la  Table  générale,  en  la  prolongeant 
jusqu'à  108000  et  supprimant  la  partie  à  7  décimales  de  10  000 
à  10800,  de  sorte  que,  pour  les  nombres  intermédiaires  entre  ces 
deux  limites,  on  est  forcé  de  recourir  à  la  partie  qui  donne  8  déci- 
males. Ce  changement  dans  le  nombre  des  décimales  est  une  cause 
d'embarras  pour  le  calculateur,  qui  est  forcé  de  tenir  compte  d'un 
chiffre  qui  ne  peut  être  pour  lui  d'aucune  utilité.  Presque  tous  les 
auteurs  de  Tables  qui  ont  senti  l'utilité  de  rendre  l'interpolation 
plus  facile  pour  les  nombres  voisins  de  l'unité  ont  suivi  l'exemple 
de  Callet.  La  seule  Table  qui,  à  notre  connaissance,  ne  présente 
pas  ce  défaut  est  celle  de  Shortrede,  prolongée  jusqu'à  120000, 
avec  7  décimales  seulement. 

Sur  ce  point,  M.  Lucchesini  n'a  pas  manqué  de  suivre  la  majo- 
rité; mais  nous  avons  malheureusement  à  signaler  dans  son  œuvre 
des  défauts  bien  plus  graves  et  qui  lui  appartiennent  en  propre. 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  VIII.  (Juin  1S75.)  '7 
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L'impression  a  été  faite  en  caractères  tellement  lins  et  tellement 
serrés  que  nous  ne  saurions  conseiller  l'emploi  de  ces  Tables  à 
quiconque  tient  à  conserver  sa  vue,  malgré  la  précaution  que  l'on 
a  eue  de  choisir  un  papier  couleur  chamois,  moins  fatigant,  dit-on, 
pour  les  yeux. 

Le  type  employé  est  l'ancien  type  elzévirîen,  le  meilleur  de  tous 
assurément,  mais  qui  se  prête  mal  à  l'indication  des  derniers  chif- 
fres approchés  par  excès,  au  moyen  d'un  trait  inférieur  ou  supé- 
rieur, lequel  ajoute  encore  à  la  confusion.  Cette  indication,  que  l'au- 
teur a  cru  devoir  introduire  à  l'exemple  de  Babbage  et  de  Schrôn, 
ne  nous  semble  pas  d'un  avantage  pratique  assez  grand  pour  com- 
penser ce  qu'elle  fait  perdre  aux  Tables  en  netteté.  Si  l'on  veut 
augmenter  la  précision  des  calculs,  il  vaudrait  mieux,  à  tous  les 
points  de  vue,  ajouter  une  décimale  de  plus. 

Dans  la  partie  de  la  Table  qui  contient  les  logarithmes  des  nom- 
bres, la  disposition  des  chiffres  qui  représentent  l'argument  est  la 
plus  défectueuse  que  nous  ayons  encore  rencontrée  dans  les  nom- 
breux recueils  de  Tables  que  nous  avons  examinés.  Dans  la  colonne 
qui  contient  les  quatre  premiers  chiffres,  on  a  employé  deux  types 
différents,  comme  si  l'on  eût  voulu  indiquer  des  nombres  de  nature 
dissemblable;  les  trois  premiers  chiffres  sont  conservés  seulement 
de  dix  tu  dix  lignes,  ce  qui  rend  la  lecture  très-gènante,  surtout 
quand  on  veut  revenir  du  logaritbme  au  nombre.  De  plus,  pour 
comble  de  bizarrerie,  le  cinquième  chiffre  de  l'argument  est  d'un 
troisième  type,  autre  que  les  deux  premiers.  Enfin  l'auteur  a  ajouté 
à  gauche  une  colonne  pour  la  réduction  des  angles  en  secondes, 
imprimée  dans  deux  types,  différents  de  tous  les  autres,  et  qui  ont 
le  grand  inconvénient  de  dominer  l'argument  principal  de  laTable. 
Cette  variété  de  types,  qui  donne  a  chaque  p âge  l'aspect  d'un  pro- 
spectus de  fondeur  en  caractères,  est  loin  d'atteindre  le  but  pro- 
posé, qui  était  sans  doute  d'augmenter  la  clarté. 

Dans  la  partie  trigonométrique,  l'auteur  a  eu  l'idée,  qui  peut 
avoir  ses  avantages  (particulièrement  au  point  de  vue  de  l'économie 
de  l'impression),  de  remplacer  par  des  points  les  chiffres  qui  se 
répètent;  mais,  pour  ne  pas  présenter  un  aspect  désagréable  à  l'œil, 
il  faudrait  que  ces  points  fussent  plus  fins  et  le  tirage  plus  soigné. 

L'auteur  a  eu  grand  tort  de  ne  pas  répéter,  comme  on  le  fait 
presque   toujours,   au  bas  de  chaque  page,  la  première   ligne  de 
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la  page  suivante;  cette  omission  est  quelquefois  très-incommode. 

Quant  à  la  correction  de  l'impression,  il  faudrait,  j)our  en  juger, 
avoir  fait  de  ces  Tables  un  assez  long  usage,  et  nous  avouons  n'être 
pas  disposé  à  sacrifier  nos  yeux  à  cette  recherche.  Au  premier 
abord,  les  erreurs  que  l'on  aperçoit  sur  la  couverture  et  sur  le  titre 
(cotagenti),  ainsi  que  dans  la  transcription  des  noms  propres  cités 
[Shrôn,  Shortreade,  Brigg,  Maskeleine) ,  ne  prédisposent  pas  en 
laveur  de  l'exactitude  typographique  du  livre. 

Si  nous  insistons  comme  nous  venons  de  le  faire  sur  les  défauts 
qui  enlèvent  à  ces  Tables  toute  valeur  pratique,  malgré  les  soins 
minutieux  que  l'auteur  a  dû  y  apporter,  c'est  dans  l'espoir  que  nos 
critiques  pourront  quelque  jour  engager  un  auteur  de  Recueil  loga- 
rithmique à  méditer  les  réllexions  d'une  si  profonde  justesse  que 
Gauss  a  présentées  dans  les  articles  consacrés  par  lui  «à  l'examen 
des  Ouvrages  de  cette  nature,  et  surtout  à  se  préparer  à  un  sem- 
blable travail,  non  par  d'ingénieuses  considérations  théoriques,  mais 
par  l'exécution  raisonnée  de  quelques  calculs  astronomiques  d'une 
certaine  étendue,  et  par  l'étude  attentive  des  défauts  qu'oil'rent 
pratiquement  les  divers  Recueils  existants.  J.   H. 


REVUE  DES  publications  périodiques. 

BULLETTINO  di  Bibliogiufia    e   di  Storia   pelle  Sciexze   jjatematiciie  b 
fisiciie,  pubblicato  da  B.  Boxcompagxi.  —  In-4°  ('). 

T.  VII;  1874. 

Queticia  (M.).  —  Sur  la  vie  et  les  travaux  scientijit/ues  de 
William- John- Macquorn  Rankine(2).  (61  p.) 

W.-J.-M.  Rankine,  ingénieur  et  professeur  de  Mécanique  ap- 
pliquée à  l'Université  de  Glasgow,  naquit  à  Edimbourg,  le  5  juillet 
1820.  Jl  montra  de  bonne  heure  les  talents  qui,  depuis,  l'ont  rendu 
illustre.  Dès  l'âge  de  seize  ans,  étant  encore  au  collège,  il  obtint 
une  médaille  pour  une  dissertation  <c  Sur  la  théorie  ondulatoire  de 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VII,   p.  120. 

{■)  Lu  à  1" Athénée  vénitien  les  6  et  1 3  février  1 
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la  lumière  »,  et,  deux  ans  après,  un  pris  extraordinaire  pour  une 
autre  dissertation  «  Sur  les  méthodes  de  recherche  en  Physique  ». 
Ayant  terminé  ses  études  à  l'Université  d'Edimbourg,  Rankine 
embrassa  la  profession  d'ingénieur,  qu'il  exerça  d'abord  sous  la 
direction  de  sir  John  Mac-Neil,  puis  seul  ou  en  collaboration  avec 
M.  J.  Thomson,  jusqu'en  1 855 .  Il  fut  nommé,  en  1849,  membre 
de  la  Société  Royale  d'Edimbourg,  qui,  cinq  ans  plus  tard,  l'ho- 
nora d'une  médaille  pour  ses  recherches  profondes  et  originales 
sur  la  Thermodynamique.  Nommé,  en  1 855,  professeur  de  Méca- 
nique et  de  Constructions  civiles  à  l'Université  de  Glasgow,  il 
conserva  cette  chaire,  qu'il  a  rendue  si  célèbre,  jusqu'à  sa  fin  pré- 
maturée, le  24  décembre  1872. 

M.  Quercia  donne  une  analyse  détaillée  des  nombreux  et  impor- 
tants travaux  de  Rankine,  relatifs  soit  à  la  Thermodynamique,  soit 
aux  Constructions  navales.  Les  premiers  surtout  ont  réalisé  de 
notables  progrès,  tant  dans  la  Thcrmomécaiiique  générale  que  dans 
la  théorie  des  machines  thermiques.  Voici  la  liste  des  principaux  : 

On  llie  meehanical  Action  of  Heat.  (  Transactions  of  the  Royal  Society  of 

Edinburgh,  t.  XX,  i853.) 
Note  on  the  dynamical  Equivalent  of  Température  in  liquid  Water  and  the 

spécifie  Heat  of  atmospheric  Air  und  Steam.  {Ibid.) 
Un  the  Economy  of  Heat  in  expansive  Machines.  {Ibid.) 
On  the  centrifugal  Theory  of  Elasticity  and  its  Connection  with  the  Theory 

of  Heat.  [Ibid.) 
On  the  centrifugal  Theory  of  Elasticity,  as  applied  to  Gases  and  Vapours. 

[Philosophical  Magazine,  t.  II,  i85i.) 
On  the  geometrical  Représentation  of  the  expansive  Action  of  Heat,  and  the 

Theory  of  thermodynamic  Engines.  {Philosoph.  Transact.  of  the  R.  Soc 

of  London,  i854.) 
On  the  thermodynamic  Theory  of  Steam-Engines  with  dry  saturated  Steam, 

and  its  Applications  to  Practice.  {Ibid.,  1860.) 
A  Manual  of  applied  Mechanics.  London-Glasgow,  i858. 
A  Manual  of  the  Steam-Engine  and  other  prime  Movers.  London,  i85g  et 

1861. 
A  Manual  of  civil  Engineering.  London,  1862,  i865,  1867  et  1871. 

Biere^s  de  Haan  (D.).  — Notice  sur  quelq ues  quadrateurs  du 
cercle  dans  les  Pays-Bas.  (42  p.;  fr.) 

Les  tentatives  pour  la  réalisation  de  la  quadrature  du  cercle. 
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bien  que  n'atteignant  pas  la  solution  désirée,  ont  provoqué  parfois 
des  travaux  importants,  dus  aux  savants  qui  cherchaient  à  réfuter 
les  erreurs  des  quadrateurs  ('),  et  sont  devenues  ainsi  le  point  de 
départ  d'un  certain  mouvement  scientifique.  Ce  fait  s'est  produit 
particulièrement  en  Hollande,  vers  la  fin  du  xvie  siècle. 

Simon  van  der  Eycke  (du  Chesne,  a  Quercu),  né  à  Dole  et  ré- 
fugié en  Hollande,  publia  en  1  584  un  Opuscule  intitulé  :  Quadra- 
ture du  cercle  ou  manière  de  trouver  un  quarré  egual  au  cercle 
donné,  etc.,  dans  lequel  il  essaye  de  prouver  que  le  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre  est  commensurable  et  égal  à  la  fraction 
i52i         /3q\ 


,  -  Cet  Opuscule  a  donné  lieu  à  divers  travaux  intéres- 

454      \2i/ 

sants  des  mathématiciens  de  l'époque,  entrepris  en  vue  de  réfuter 
ce  résultat,  et  ces  travaux  ont  conduit  à  diverses  valeurs  approchées 
du  rapport  en  question. 

Parmi  les  réfutateurs  de  Van  der  Eycke,  nous  citerons  en  pre- 
mière ligne  Ludolph  van  Ceulen,  né  en  1 54°  à  Hildesheim  (Saxe), 
et  mort  en  1610  à  Leyde.  Dans  son  Ouvrage  intitulé  :  T  an  den 
Circkel,  etc.,  publié  à  Delft  en  1396,  il  donne  la  valeur  du  nombre 
7T  avec  20  décimales  exactes,  qu'il  a  calculées  à  l'aide  des  polygones 
de  2SS  X  60  côtés.  Dans  un  autre  Ouvrage,  slrithmetische  en  geo- 
metrische  Fundamenten,  etc.,  imprimé  après  sa  mort,  on  trouve 
la  valeur  de  tc  avec  32  décimales  exactes,  sans  détails  sur  la  ma- 
nière dont  il  l'a  obtenue.  Willebrord  Snellius,  qui  a  traduit  cet 
Ouvrage  en  latin,  et  qui  a  eu  à  sa  disposition  les  manuscrits  de 
Van  Ceulen,  établit  que  cette  valeur  a  été  trouvée  au  moyen  des 
polygones  de  262  côtés.  Ce  nombre  a  été  gravé  sur  la  tombe  de 
Van  Ceulen,  dans  l'église  de  Saint-Pierre,  à  Leyde,  où  l'on  pouvait 
encore  le  lire  au  siècle  dernier. 

Un  autre  adversaire  de  Simon  van  der  Eycke  est  Adriaan  Antho- 

nisz  (1J27-1607},  qui,  dans  un  écrit  contre  Van  der  Eycke,  indiqua 

355 
pour  la  valeur  71  la  fraction  — ,>  connue  par  les  Ouvrages  de  son 

fils,  Adriaan  Adriansz,  surnommé  Metius.  On  ignore  par  quel  pro- 
cédé il  y  est  parvenu. 


(')  Comparer  avec  ce  qui  a  lieu  de  nos  jour»  relativement  à  la.  théorie   des  paral- 
lèles. 
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Un  autre  quadrateur,  vivant  à  nette  époque  en  Hollande,  fut 
Joseph  Sealiger,  né  à  Agen  en  i54o,  mort  à  Leyde  en  1609.  Dans 
un  Ouvrage  intitulé  :  Cyclometrica  Elementa  duo,  il  donne  pour 
■K  la  valeur  \Jio.  Cet  Ouvrage  a  donné  lieu  à  une  vive  polémique 
entre  son  auteur  et  Adriaan  van  Roomen  [Adrianus  Bomanus), 
Van  Ceulen,  J.  Errard  et  plusieurs  autres;  mais  il  n'en  est  résulté 
aucun  Ouvrage  important. 

Environ  un  siècle  plus  tard,  d'autres  tentatives  furent  encore 
faites  en  Hollande  par  Jacob  Marcelis,  par  Daniel  Waeywel,  qui  a 

trouvé,  par  la  méthode  des  lunules  d'Hippocrate,  7t  =  ,  el  par 

quelques  autres;  mais  ces  derniers  essais  ont  porté  peu  de  fruits. 

Catalan  (E.).  —  Sur  une  inscription  gravée  sur  la  tomba  de 
Ludolph  van  Ceulen.  (4  P-;  fr-) 

Martin  (Th.- H.).  —  Procli  Diadochi  in  primum  Euclidis 
Elementorum  Commentarii,  ex  recognitione  Godofredi  Fried- 
lein  (»).  (7  p.;  fr.) 

Analyse  de  l'édition,  donnée  par  M.  Friedlein,  du  texte  grec  de 
cet  Ouvrage,  si  important  pour  l'histoire  des  Mathématiques,  et 
devenu  fort  rare. 

Boncompagni  (B.).  —  Au  sujet  du  Commentaire  de  Proclus 
sur  le  premier  Livre  des  /Cléments  d  Euclide.  (14  p.) 
Description  des  diverses  éditions  de  cet  Ouvrage  : 

i°  Édition  grecque,  publiée  à  Bâle  en  1 533. 

20  Traduction  latine  p;ir  Francesco  Barozzi  (Baroecius).  Padoue,  i5Go. 

3°  Traduction  anglaise  par  Thomas  Taylor.  Londres,  1788. 

4°  Traduction  latine  par  Bartolomeo  Zamberti,  inédite. 

(ii  nther  (S.),  traduit  par  A.  Sparagna.  —  Histoire  du  déve- 
loppement de  la  théorie  des  fractions  continues  jusqu'à  Euler. 
(4a  pO 

Voici  en  quelques  mots  le  résumé  de  cet  intéressant  Mémoire  : 
Les  auteurs  grecs  ne  nous  ont  laissé  aucune  trace  de  la  théorie 
des  fractions  continues;  cependant  il  est  probable  que  leur   arith- 
métique pratique  était  plus  avancée  qu'on  ne  le  croit.  On  peut  être 


f  '  )  Leipzig,  TeubiH' 


MATHEMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  2<53 

amené  à  L'emploi  des  fractions  continues  :  i°  par  l'extraction  des 
racines  carrées  des  nombres  non  carrés;  a"  par  la  recherche  de 
la  commune  mesure  de  deux  quantités.  Or  la  règle  donnée  par 
Théon  pour  l'extraction  de  la  racine  carrée,  traduite  en  notations 
modernes,  n'est  autre  chose  que  la  formule  connue 


\'a-  ■+■  b  =  a  ■+- 


b_ 

2rt  -+- 


Encke  a  remarqué  aussi  une  singulière  coïncidence  entre  les  pé- 
riodes cycliques  des  Anciens  et  les  valeurs  approchées  de  la  frac- 
tion continue  qui  représente  le  rapport  du  mois  lunaire  à  l'année 
tropique.  On  pourrait  en  conclure  que  les  Anciens  étaient  en  pos- 
session d'une  méthode  équivalente  à  nos  fractions  continues. 

Woepcke,  dans  ses  recherches  sur  l'histoire  des  Sciences  chez 
les  Orientaux,  nous  montre  un  mathématicien  arabe,  Alkaçàdi 
(mort  vers  i486),  employant  pour  l'extraction  de  la  racine  carrée 
une  méthode  analogue  à  celle  de  Théon,  mais  plus  précise,  qui 
conduit  aux  fractions  continues.  Enfin  les  fractions  continues  as- 
cendantes étaient  connues  des  Arabes,  comme  Hankel  l'a  fait 
voir  ('). 

Le  géomètre  indien  Bhàskara-Achàrya,  dans  un  Traité  d'Algèbre 
traduit  par  Colebrooke,  donne  une  solution  de  l'équation  indéter- 
minée j  =  — )à  l'aide  d'une  méthode  analogue  à  celle  qu'a 

découverte  Bachet  de  Méziriac.  Cette  méthode  semble  contenir 
implicitement  un  principe  important,  que  l'on  peut  traduire  par 
la  relation 

l>„q„-,  —  />„-,  ?.  =  (—  ')"-', 

p„     Ih-t    .  j         /<       •  ,       . 

—  »  ; étant  deux  tractions  convergentes  consécutives. 

q»      qn-,  & 

Le  premier  emploi  explicite  des  fractions  continues  a  été  fait 

au  xviig  siècle  par  Cataldi,  qui  a  indiqué  quelques-unes  de  leurs 

applications,  et  qui  a  observé  que  la  vraie  valeur  d'une  fraction 

continue  est  comprise  entre  deux  réduites  consécutives. 


(')  Bulleuino  dé  Bibliografia,  etc.,  t.  V,  p.    (;i.  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  254 
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Les  véritables  principes  de  la  théorie  de  ces  fractions  ont  été 
posés  par  Wallis,  à  qui  l'on  doit  :  1"  la  démonstration  de  l'identité 
des  fractions  continues  avec  des  produits  infinis;  2°  le  théorème 

•    P      P'      ?"  •  1  1    -  u 

(lue.   si  —i   —  ■,  —77  sont  trois  valeurs  approchées  consécutives  d  une 

1  <J     <1       <J  ll 

fraction  —  5  et  a,  b  les  deux  termes  du  quotient  partiel  correspon- 


1         .    p 
dant  a  —  - 

Q 

on  a 

<l"  ' 

_  np'  -+-  bp 
aq'  -+-  bq 

P  >  A  >  / 

q  <  B 1  <  q' 

3°  le  développement  des  fractions  convergentes  secondîfires. 

Enfin  Saunderson  a  étendu  et  complété  les  propriétés  fonda- 
mentales de  ces  fractions. 

Woepcke  (F.).  —  Sur  une  méthode  pour  la  détermination 
approximative  des  irrationnelles  du  second  degré.  (8p.;  fr.) 

Extrait  d'une  Lettre  à  D.  B.  Boncompagni,  du  a  décembre  1861; 
suivi  de  Notes  par  D.  B.  Boncompagni. 

Martin  (Th. -H.).  —  Sur  l'époque  et  l'auteur  du  prétendu 
A  f  '  Livre  des  Eléments  d'Euclide.  (4  p.;  fr.) 

Dans  un  Mémoire  intitulé  :  De  Hypsicle  maihematico  ('), 
M.  Friedlein  refuse  à  Hypsiclès  la  paternité  du  X\ c  Livre  des 
Eléments,  et  attribue  cette  composition  à  un  auteur  vivant  au 
ive  ou  au  vc  siècle  de  notre  ère.  M.  Martin  fait  remarquer  qu'il 
est  probable,  sinon  certain,  que  l'auteur  du  prétendu  XVe  Livre 
est  Damascius,  philosophe  néoplatonicien  du  vie  siècle  après  J.-C, 
élève  d'Isidore  d'Alexandrie. 

Mauhe  (A.).  —  Extrait  du  Kitàb  al  moh.îrek  d ' Aboul  J'Vefd 
al  Djoueïni;  transcrit  d'après  le  Ms.  1912  du  Supplément  arabe 
de  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris,  et  traduit  pour  la  pre- 
mière fois  en  français.  (12  p.;  fr.) 

Résolution  de  quelques  problèmes  qui,  interprétés  en  langage 
moderne,  conduisent  à  des  équations  du  premier  degré.  La  tra- 
duction est  accompagnée  du  texte  arabe. 

(')  Bullettino  di Bibliograjta,  etc.,  t.  VI.  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  ia3. 
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Simoni  (C).  —  <Sur  la  vie  et  les  travaux  de  Andalô  di  Negro, 
mathématicien  et  astronome  génois  du  xive  siècle,  et  d'autres 
mathématiciens  et  cosmographes  génois.  (26*  p.) 

Boncompagni  (B.).  —  Catalogue  des  travaux  de  Andalô  di 
Negro.  (4o  p.) 

Jacoli  (F.).  —  Sur  deux  écrits  de  Railael  Gualterotti,  Flo- 
rentin, relatifs  à  l'apparition  d'une  nouvelle  étoile  en  l'année 
1604.  (39  p.) 

L'apparition,  en  1604,  d'une  étoile  dans  la  constellation  du 
Sagittaire  donna  lieu  à  une  très-vive  discussion  entre  les  astro- 
nomes de  cette  époque.  M.  Jacoli  analyse,  en  en  reproduisant  les 
passages  les  plus  importants,  deux  Opuscules  de  R.  Gualterotti  ('), 
astronome  et  poète  florentin  (i543-i63oj,  contemporain  et  ami 
de  Galilée.  Il  résulte  de  cet  examen  que  Gualterotti  possédait  en 
Astronomie  des  connaissances  très- avancées  pour  son  époque. 
Ainsi  les  passages  de  Mercure  sur  le  disque  solaire  lui  étaient 
connus  (2),  ainsi  que  les  taches  du  Soleil.  Il  a  observé  une  nébu- 
leuse avant  1610,  et  par  suite  avant  que  Simon  Marius  observât  la 
Nébuleuse  d'Andromède  (161 2).  Enfin  Gualterotti  se  servait  d'un 
tube  pour  ses  observations  d'étoiles,  et  savait  que  la  trajectoire 
d'un  corps  pesant  est  une  parabole  (découverte  attribuée  à  Galilée). 
Il  est  cependant  difficile  de  savoir  si  les  deux  dernières  découvertes 
lui  appartiennent,  ou  s'il  les  tenait  de  Galilée,  avec  lequel  il  entre- 
tenait des  relations  d'amitié.  Dans  tous  les  cas,  la  date  de  ces  dé- 
couvertes doit  être  reportée  a  l'année  1600. 

Gualterotti  (R.).  —  Lettres  inédites.  (10  p.) 
Adressées  à  Galilée  et  à  Sartini. 

Favaro  (A.).  —  JYotices  historiques  sur  les  fractions  continues, 
depuis  le  xm"  siècle  jusqu'au  xvne.  (109  p.) 


(l)  Voici  les  titres  de  ces  Ouvrages  : 

1.  Discorio  di  RaffaeV  Gualterotti,  gentilhuomo fiorentino,  sopra  l'apparizione  de  la 
nuova  Stella,  e  sopra  le  tre  oscarazioni  del  Sole  e  de  la  Luna  net  anno  iCo5.  Firenze, 
MDCV. 

2.  Scherzi  degli  spiriti  animali,  dettati  con  Voccasione  de  l'oscnrazione  de  V  anno 
160Ô.  Da  Rajfael  Gualterotti,  gentilhuomo  fiorentino,  etc.  Firenze,  MDCV. 

(s)  La  première  observation  de  ce  phénomène  est  attribuée  à  Gassendi  (i63i). 
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L'auteur  [fait  observer,  en'premier  lieu,  que  la  découverte  des 
fractions  continues,  attribuée  par  la  plupart  des  bistoriens  à  lord 
Brouncker  et  à  AVallis,  remonte  en  réalité  au  xmc  siècle.  Son  prin- 
cipal argument  est  que  les  méthodes  employées  pour  l'extraction 
approximative  des  racines  carrées  par  des  savants  du  xme  siècle, 
tant  par  les  mathématiciens  d'Occident,  comme  Léonard  de  Pise, 
que  parles  mathématiciens  arabes ,  comme  Alkaçadi,  Beha-Ed- 
din,  etc.,  peuvent  se  traduire  par  des  formules  d'approximation 
analogues  à  la  suivante  : 


Ma* 


(  r\  \ia) 

=  («  +  -,)--, 


h) 


cpii.  comme  on  sait,  peut  être  développée  en  une  fraction  continue 
de  la  forme 


Cette  méthode,  développée  par  Léonard  de  Pise  dans  son  Liber 
^■lbaci,  se  trouve  reproduite,  avec  plus  ou  moins  de  changements, 
dans  tous  les  écrits  mathématiques  des  Italiens  du  xvi"  siècle.  C'est 
cependant  Cataldi  qui,  le  premier,  a  formulé  nettement  l'idée  de 
fraction  continue. 

En  même  temps  que  Cataldi,  Schwenter  (i585-i636),  à  Nurem- 
berg, fut  amené,  par  un  problème  de  Géométrie,  à  chercher 
une  valeur  approchée  du  rapport  de  deux  grands  nombres,  et 
trouva  pour  solution  des  fractions  qui  ne  sont  autre  chose  que  les 
réduites  successives  de  la  fraction  continue  qui  représente  ce  rap- 
port  ('). 

A. la  même  époque,  un  troisième  mathématicien,  Albert  Girard 

(')  Le  rapport  considéré  par  Schwenter  dans  ses  Deïiciœ  phjrsieo-mathematicœ  est 
'S  et  les  valeurs  approchées  obtenues  sont 

'        3        in        -,j 
l'      £        25        lui' 
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(mort  en  1 633 ) ,  commentateur  de  Diophante,  donna  des  valeurs 

.        v'S  —  1     \/5  -+-  1       1 — 
approchées  des  nombres —    — •> »  \J  10,  et,  sans  prononcer 

le  nom  de  fractions  continues,  trouva,  pour  une  des  valeurs  de  y/10, 

,        r-  •  Io3()(i8l  ,  1  -        ,  ,      .  ,  -,  - 

la  traction  -.-, — ? 1  «lui  n  est  autre  que  la  qe  réduite  de  la  frac- 

028777       i  l  y 

tion  continue  représentant  cette  racine. 

Dans  le  courant  du  xvne  siècle,  Wallis  fut  conduit  aux  fractions 
continues  en  cherchant  la  solution  de  ce  problème  général  :  ((Trou- 
ver l'aire  d'une  courbe  représentée  par  l'équation  1  =  (er  —  ^2)n, 
n  étant  un  nombre  entier  autre  que  —  1  ».  L  aire  du  cercle  corres- 
pondant à  n  =  -1  il  s'agissait  d'insérer  un  terme  entre  les  deux 

premiers  termes  de  la  suite  (a°  —  J"2)0,  [a%  —  a;8)1,  (a2 — .r2)2,.... 
C'est  ainsi  qu'il  arriva  à  son  expression  de  7T  par  un  produit  infini. 
Brouncker  a  probablement  été   amené  à  sa  découverte   par  la 
considération  de  la  série  de  Leibnitz  ( 4  ) 


4-'-3-5~7 

Dans  le  temps  même  où  Wallis  et  Brouncker  arrivaient  a  la 
découverte  des  fractions  continues  par  des  recherches  analytiques, 
Iiuvghens  y  était  conduit  par  des  considérations  d'un  autre  ordre. 
En  cherchant  à  représenter  mécaniquement  les  mouvements  pla- 
nétaires, il  eut  besoin  de  roues  dentées  dont  les  nombres  de  dents 
fussent  dans  le  rapport  de  2640808  à  77708431,  rapport  dont  les 

valeurs  approchées  sont  — ■,  —!—.■>  •  ■  •  ■ 
r  29     20b 

Gunther   (S.),  traduit  par  A.  Sparagna.  —   Comparaison  de 


(')  Enler  démontre  que,  en  prenant  -  =  1  —  a,  x  =  -  —  j3,  (i  =  -  —  "/,-• .,  on  ob- 
tient la  fraction  de  Brouncker 
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deux  méthodes  pour  la  détermination  approximative  des  quan- 
tités irrationnelles,  (y  p.)  ('). 

Dans  le  tome  XII  des  Nouvelles  annales  de  Mathématiques 
{ie  série),  p.  191,  M.  le  prince  Boncompagni  a  proposé  la  question 
suivante  :  «  Soit  «,  une  valeur  approchée  de  ^/z,  et  considérons  la 
suite  des  nombres 


A  quels  quotients  incomplets  de  la  fraction  continue 


qui  représente  \Ja\  -+-  /•,  faut-il  s'arrêter  pour  avoir  rt3,  a4,  «6, ...  ? 
ou  Lien  comment  peut-on  démontrer  que  ces  dernières  quantités 
ne  sont  pas  comprises  dans  les  réduites  de  la  fraction  continue?  » 

M.  Gûnther  trouve  une  solution  de  ce  problème,  fondée  sur  ce 
théorème,  que  la  pleme  valeur  approchée  de  la  fraction 


peut  se  mettre  sous  la  forme 

(a  +  Jtf^T?Y+'  -  (a  -  y/^T7-)f+' 

(a  -+-  \/a-  -+-  rf     —(a—  si  a2  -+-  r)p 


—  «» 


et  il  donne  une  démonstration  intéressante  de  cette  proposition. 

A.  P. 


(l)   Extrait   des  Sitzungsberichte    der  pkysikaîisck-medicinischen   Societàt  zu  Er- 
langen,  année  1 8  7  3  - 1  îS  7  '1 . 
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YIERTELJAHRSSCIIRIFT  der  Natxrforschenden  Gesellschaft  m  Zurich  ('  ). 

XVIIIe  année;  i8-3. 

Ott  (Ed.).   —  Problème  de  Mécanique  analytique.   (5i    p.; 

3  pi.) 

L'auteur  traite,  dans  ce  Mémoire,  du  mouvement  d'un  point  sur 
un  ellipsoïde,  en  supposant  d'abord  que  cet  ellipsoïde  soit  de  révo- 
lution. Il  applique  les  méthodes  d'Hamilton  et  de  Jacobi,  fondées 
sur  l'emploi  des  équations  de  forme  canonique  et  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  de  la  fonction  principale. 

Dans  la  première  Partie  de  son  travail,  il  étudie  le  mouvement 
d'un  point  sur  un  ellipsoïde  de  révolution,  soit  au  moyen  des  équa- 
tions diiférentielles  ordinaires  du  mouvement  établies  par  Hamilton, 
soit  à  l'aide  de  l'équation  aux  dérivées  partielles. 

Dans  la  dernière  Partie,  il  étend  le  problème  au  cas  d'un  ellipsoïde 
à  trois  axes,  et  il  montre  que  le  mouvement  d'un  point  sur  un  tel 
ellipsoïde  n'est  pas  exprimable  analytiquement,  et  que  la  fonction 
des  forces  doit  être  modifiée  pour  que  l'on  puisse  réussir  à  intégrer 
l'équation  aux  dérivées  partielles.  Il  a  soin,  dans  ce  cas,  de  modifier 
la  fonction  des  forces  de  manière  à  lui  conserver  une  signification 
mécanique. 

Schneebeli  (H.).  —  Sur  la  théo/'ie  du  choc  des  corps  élastiques. 
(8P.) 

Dans  ses  précédentes  recherches  sur  ce  sujet  (2),  l'auteur  n'avait 
eu  pour  but  que  de  déterminer  les  lois  qualitatives  du  choc.  C'est 
depuis  seulement  qu'il  a  pu,  par  d'autres  moyens  (une  puissante 
batterie  et  une  grande  résistance  des  rhéostats),  obtenir  des  résultats 
quantitatifs.  Les  expériences  avec  des  sphères  de  métal  différent 
ont  été  exécutées  par  des  méthodes  perfectionnées,  mais  les  mêmes 
pour  le  fond  que  celles  qu'il  avait  précédemment  employées.  Les 
résultats  nouveaux  sont  à  peu  près  d'accord  avec  les  anciens,  sauf 
en  ce  qui  est  relatif  aux  expériences  sur  les  corps  de  masse  diffé- 
rente. Pour  étendre  davantage  les  limites  de  variation  de  la  masse, 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  3/j. 
(-)  Voir  Bulletin,  t.  IV,  p.  53  et  55. 
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il  a  employé  un  plus  grand  nombre  de  corps  choquants,  en  y  joi- 
gnant un  corps  de  niasse  beaucoup  moindre  que  les  autres,  ce  qui 
lui  a  permis  de  faire  varier  le  rapport  des  masses  dans  le  rapport 
de  I  à  i4  environ,  et  de  trouver  des  valeurs  indiquant  clairement 
une  loi  quantitative. 

Il  étudie  théoriquement  dans  cette  Note  un  cas  idéal,  celui  où  la 
surface  choquée  serait  plane  et  absolument  rigide.  11  montre  ensuite 
à  quel  point  les  résultats  de  l'expérience,  relatifs  au  cas  plus 
compliqué  des  corps  réels,  s'accordent  avec  les  résultats  de  la 
théorie. 

Mousson.  — Remarques  sur  la  polarisation  de  la  glace.    3  p. 

Wolf  (R.).  — JYot.es  sur  l'histoire  scientifique  de  la  Suisse. 
(4  art.;  a9-i5-i2-9  p.) 

Le  premier  de  ces  articles  contient  la  lin  des  intéressants 
fragments  de  la  Correspondance  du  baron  de  Zach  avec  Horner  et 
Schiferli.  La  Lettre  du  12  juillet  i832,  à  Schiferli,  qui  termine  ce 
Recueil,  est  probablement  la  dernière  que  Zach  ait  écrite.  On  sait 
qu'il  succomba  aune  attaque  de  choléra  le  2  septembre  suivant. 

On  lit,  dans  le  second  article,  des  extraits  curieux  de  la  Corres- 
pondance de  Spengler,  de  Schalfhausen,  suivis  de  quelques  échan- 
tillons de  son  talent  poétique. 

Viennent  ensuite  divers  documents  relatifs  à  la  biographie  de 
Tralles  ;  puis  une  suite  de  lettres  adressées  à  J.-J.  Scheuchzer  par 
divers  correspondants,  entre  autres  par  Maria-Clara  Eimmart 
(1676-1707  ,  qui  avait  cultivé  l'Astronomie  sous  la  direction  de  son 
père,  et  qui  devint  la  femme  du  professeur  J.-IL  Millier,  à  Àltorf. 

^Volf(R.).  —  Communications  astronomiques.  (3  art.,  56-4o- 

78  p.) 

Observation  des  taches  solaires  en  1872;  calcul  des  nombres 
relatifs  et  des  variations  pour  celte  aimée  ;  détermination  relative 
des  époques  du  dernier  minimum  et  du  dernier  maximum.  Compa- 
raison des  variations  de  déclinaison  observées  à  Batavia  avec  les 
nombres  relatifs  des  taches  solaires,  établissement  de  la  formule 
de  variation  pour  Batavia.  Sur  un  ancien  calendrier  de  la  biblio- 
thèque de  Baie.  Perfectionnements  des  instruments  dus  à  Tycho, 
Bûrgi,  Morin,  Gascoigne,  Picard.  Vernier,  Thevenol  et  Huyghens. 
Suite  de  la  liste  des  travaux  sur  les  taches  m. laites. 
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'  Établissement  d'une  première  série  suivie  de  variations,  et  leur 
comparaison  avec  la  série  des  nombres  relatifs  ;  nouvelles  études 
concernant  l'influence  des  taches  solaires  sur  le  temps,  à  l'occasion 
des  recherches  sur  ce  sujet  de  MM.  Koppen,  Celloria  et  Meldrum; 
quelques  remarques  sur  la  dépendance,  affirmée  par  Seccbi  et 
combattue  par  Auwers,  entre  la  grandeur  du  diamètre  solaire  et  la 
fréquence  des  tacbes.  Suite  du  Catalogue  des  instruments  et  collec- 
tions de  l'Observatoire  de  Zuricb. 

Étude  historique  sur  le  baron  deZach  et  son  époque  (  '  ) .  Formule 
des  variations  pour  Pesth  et  Saint-Pétersbourg,  et  revue  des  déter- 
minations de  cette  espèce  obtenues  jusqu'ici.  Addition  à  l'étude 
des  relations  entre  la  fréquence  des  tacbes  solaires  et  la  quanti  té 
de  pluie.  Suite  de  la  liste  des  travaux  sur  les  taches  solaires. 

Muller  (J.-J.).  —  Sur  une  extension  des  équations  du  mouve- 
ment d' Hamilton.  (5  p.) 

Des  deux  théorèmes  fondamentaux  de  la  tbéorie  de  la  chaleur, 
le  premier  se  déduit  comme  cas  particulier  d'un  principe  général 
purement  mécanique,  le  principe  de  la  constance  de  l'énergie. 
Clausius  est  parvenu  à  déduire  le  second  des  équations  dilféren- 
ticlles  du  mouvement  de  Lagrange,  mais  sans  le  rattacher  à  un 
principe  général,  comme  on  l'avait  fait  pour  le  premier.  Boltzmann 
et  Clausius,  par  une  marche  inverse,  ont  présenté  ce  théorème 
comme  une  généralisation,  soit  du  principe  de  la  moindre  action, 
soit  d'un  nouveau  principe  relatif  aux  mouvements  stationnaires; 
mais  ces  deux  principes  sont  loin  d'avoir  la  même  importance  cjuc 
celui  de  la  constance  de  l'énergie. 

M.  Millier  a  trouvé  que  le  principe  de  la  variation  de  l'action 
[principle  of  varjing  action)  d'Hamilton  est  susceptible  d'une 
généralisation  analogue.  Pour  cela,  il  ne  faut  plus  restreindre  la 
fonction  des  forces  à  ne  dépendre  que  des  coordonnées.  Jacobi  a 
déjà  fait  voir  que  le  principe  d'Hamilton  a  lieu  encore  lorsque  le 
temps  entre  explicitement  dans  celte  fonction.  La  généralisation 
peut  s'étendre  encore  plus  loin  par  rapport  à  de  nouvelles  quan- 
tités q,  qui  entrent  avec  les  constantes  dans  la  fonction  des  forces, 
et  qui  varient  dans  le  passage  d'un  mouvement  à  l'autre. 

('  /  oir  un  abrégé  de  cette  Notice,  publie  par  l'auteur  dans  le  Bulletin,  t.  VI, 
p.  258. 
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Weilenmanh  (A.).  — Sur  des  expériences  faites  avec  le  baro- 
mètre anéroïde  de  Goldschmidt.  (a3  p.) 

Zeigler  (J.-M.).  —  Sur  la  topographie  et  les  cartes  lopogra- 
phiques.  (38  p.) 

Examen  détaillé  des  principaux  Recueils  de  Cartes  topogra- 
phiques  publiés  dans  les  divers  pays  de  l'Europe. 


MELANGES. 

SIR  LA  VIE  ET  LES  TRAVAUX  DE  M*r  D.  BARNABE  TORTOLIXI  (' 

Par  le  professeur  Vincent  DIORIO, 
Secrétaire  de  l'Académie  Pontificale  des  Nuovi  Lincei  (  =  ). 


J'accomplis  un  triste  devoir  en  communiquant  à  l'Académie  Pon- 
tificale des  Nuovi  Lincei  laperte  qu'elle  vient  de  faire  de  son  illustre 
titulaire  D.  Barnabe  Tortolini,  mathématicien,  membre  distingué  et 
prêtre  exemplaire.  Une  lente  et  très-pénible  maladie,  qui  a  consumé 
son  existence,  le  laissant  encore  en  possession  de  ses  facultés,  a  enlevé 
à  la  Science  et  à  Rome  un  homme  cjui,  par  l'étendue  de  son  savoir, 
attira  l'attention  de  tous  ceux  qui  cultivent  les  Sciences  exactes  en 
Italie  et  à  l'étranger,  tandis  que,  par  sa  profonde  modestie,  il  vivait 
caché  parmi  ses  concitoyens.  Modeste  dans  ses  rapports,  réservé 
dans  ses  paroles,  profond  dans  ses  pensées,  il  passa  dans  le  culte  de 
l'autel  et  la  profession  de  la  Science  toute  son  existence  consacrée 
à  Dieu  dans  l'exercice  de  son  ministère,  et  a  l'instruction  de  la  jeu- 
nesse  dans  les  chaires.  Cependant,  si   les  amertumes  dont  il    fit 


(l)  Un  article  nécrologique  sur  le  prof.  D.  Barnabe  Tortolini  se  trouve  dans  le 
journal  intitulé  :  L'Osservatore  Romarin,  officielle  per  gli  atti  délia  federazione  piana 
délie  Società  cattolicke,  Anno  XIV,  Num.  194,  Gîovedi  27  agosto  1  S-^4 »  P-  3,  col.  1  et  3. 
Cet  article,  signé  A,  G.,  est  de  M.  Antoine  Guerrieri,  beau-frère  de  l'illustre  trépassé. 

(!)  Traduit  de  l'italien,  des  Atti  dell'  Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei, 
XXVIIIe  année,  ire  séance,  20  décembre  i8;i:  par  M.  E.  NardiXCI. 
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l'épreuve  douloureuse  ne  l'eussent  rappelé  aux  peines  de  l'existence 
matérielle,  on  aurait  bien  pu  dire  de  lui  qu'il  vécut  dans  le  monde, 
en  en  restant  éloigné,  parcourant  de  sa  vaste  intelligence  les 
champs  où  se  revêtent  de  l'idée  ces  vérités  sublimes  qui  n'admet- 
tent pas  de  doute;  mais,  si  les  dures  épreuves  qu'il  supporta  et 
qu'il  cacha  avec  un  héroïsme  chrétien  lui  causèrent  des  soullrances 
cruelles  dans  la  seconde  moitié  de  sa  vie,  le  mérite  qui  lui  en  revint 
par  la  vertu  de  les  supporter  avec  une  résignation  peu  commune 
aura  obtenu,  nous  l'espérons,  dans  le  ciel,  une  juste  récompense. 
Barnabe  Tortolini  naquit  à  Romele  ic)novembre  1808,  de  Vincent 
Tortolini  et  de  Julienne  Bleggi.  Il  fit  ses  premières  études  litté- 
raires et  philosophiques  dans  l'Université  Grégorienne  du  Collège 
Romain,  où,  entre  autres,  il  eut  pour  maître  le  P.  André  Carail'a, 
de  la  Compagnie  de  Jésus,  mathématicien  illustre  et  auteur  d'ou- 
vrages très-renommés  dans  cette  science  (l).  Entré  depuis  dans 
l'Archigymnase  de  laSapience  (Université  de  Rome),  il  y  accomplit 


(')  Le  P.  André  Caraffa  naquit  à  Torri,  château  de  la  Sabine,  le  8  juin  1789 
(Giornale  Arcadico  di  Scienze ,  Lettere  ed  Ârti ,  t.  CVIIF,  liiglio-settembre  1846, 
Rome,  p.  65.  —  Sopra  la  vita  e  le  opère  del  P.  Andréa  Caraffa  délia  Compagnia  di 
Gesù.  Discorso  di  Salvatore  Proia,  Rome,  1S4G,  p.  3),  et  mourut  à  Tivoli  le  7  décembre 
i845  {Giornale  Arcadico,  t.  CVIIÏ,  p.  65. —  Sopra  la  vita  c  le  opère  del  P.  Andréa 
Caraffa,  p.  3).  11  publia  avec  son  nom  les  ouvrages  suivants  : 

1.  Elemencorum  Matheseos  Partes  très,  Rome,  iS35.  3  vol.  in-S°.  Traduit  en  italien 
par  M.  le  prof.  Paul  Volpicelli  (Rome,  ■  836-1 8/|3,  3  vol.  in-S"  . 

2.  Elementorum  Physïcœ  mathematica?  volumina  l-II.  Roma;,  iS.'jO  (2  vol.  in-S°). 

3.  Brevi  osservazioni  in  rignardo  alla  série  tagrangiana,  dedotta  dalla  maniera 
stessa,  con  cui  si  stabilisée  comunemente  la  medesima  série  (Palomda,  liaccolta  di  let- 
tere ed  altri  scritti  intomo  alla  Fisica  ed  aile  Matematiche.  A/mo  primo.  Roma,  i845, 
p.  43-46). 

4.  Principio  del  moto  relativo  :  forze  proporzionali  aile  semplici  velocità  {ibid., 
p.  2.1o-2:>i). 

5.  Teoremi  dinamici,  stabiliti  per  mezzo  del  principio  del  moto  relativo,  già  notis- 
simi  per  allre  vie  {ibid.,  p.  342-344). 

6.  Cenni  snl  movimento  di  un  grave  nel  mezzo  resistente,  qualunque  sia  del  resto 
la  funzione,  cite  assumesi,  délia  ■velocità  a  rappresentare  la  resistenza  di  esso  mezzo 
{ibid.,  p.  369-372). 

7.  Principio  délie  -velocità  virtuali  [ibid.,  p.  3S5-39o). 

En   i8a5,   1826,  1828,  1842,   1843,  il  publia  aussi,  sans   nom  d'auteur,  des  disserta- 
tions d'Astronomie,  de  Physique  mathématique  et  d'Acoustique,  indiquées  par  M.  Diorio 
{Atti  dell'  Accad.  Pontif.  de'  Nuovi  Lincei,  XXVIIl1'  année,   \'e  séance,  en  noie). 
Bull,  des  Sciences  mathém,  et  astron.,  t.  VIII.  (Juin    is; 5.  IO 
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ses  études  mathématiques  et  philosophiques,  en  obtenant  la  Laurea 
(licence)  privilégiée,  dite  ad  honorent,  en  l'année  1829. 

Elevé  par  des  parents  très-pieux,  Tortolini  manifesta  dès  son 
adolescence  sa  propension  à  l'état  ecclésiastique.  Ensuite,  après  avoir 
fait  ses  études  théologiques  pendant  les  années  1 83 1 ,  i83a,  1 833 
dans  les  écoles  pontificales  du  Séminaire  Romain,  il  commença  sa 
carrière  scientifique  professionnelle. 

La  première  chaire  qu'eut  notre  regretté  collègue  fut  celle  de 
Physico-Mathématique,  au  Collège  Urbain  de  Propaganda  Fide, 
à  laquelle  il  fut  nommé  le  11  février  1 835,  avec  un  billet  de 
Mgr  Angclo  Mai,  alors  secrétaire  de  la  Propaganda  et  ensuite  car- 
dinal. En  i836,  il  lut  nommé  suppléant  du  professeur  Joseph 
Oddi,  dans  la  chaire  de  Mécanique  et  d'Hydraulique,  de  l'Uni- 
versité de  Rome.  Lorsqu'on  ouvrit,  en  1837,  un  concours  public 
pour  la  chaire  d'Introduction  au  calcul  dans  la  même  Université, 
Tortolini  étant  du  nombre  des  concurrents  fut  nommé,  à  la  plu- 
ralité de  suffrages,  titulaire  de  cet  enseignement  le  3i  mars  de  la 
même  année.  Aussi  en  1837,  le  icr  novembre,  il  fut  nommé  pro- 
fesseur de  Calcul  différentiel  et  intégral  dans  la  même  Université. 
Le  10  novembre  i845,  il  fut  fait  professeur  de  Physico-Mathéma- 
tique au  Séminaire  Pontifical  Romain,  et  le  i3  août  i856,  directeur 
de  la  typographie  de  la  Propaganda,  Fide,  charge  qu'il  conserva 
jusqu'au  ier  mai  x  865 . 

\\ir  un  billet  de  S.  E.  Révérendissime  Msr  le  majordome 
Edouard-Borromée  Arese,  du  20  février  1 86 1 ,  il  fut  admis  parmi 
les  camériers  d'honneur  en  habit  violet  de  Sa  Sainteté. 

Le  14  août  1860,  il  prit  possession  de  la  charge  de  coadjuteur 
de  Mgr  Michel  Ambrosini,  au  canonicat  de  Sainte-Marie  ad  Mar- 
i\  ri's  (').  Ensuite,  par  la  mort  de  Msr  Ambrosini,  il  devint  cha- 
noine titulaire  de  cette  basilique,  le  10  mars  1860'. 

Frappé  en  1869  d'une  paralysie,  il  se  vit  réduit  à  un  état  de  fai- 
blesse qui  lui  interdit  toute  occupation  (2);on  lui  conseilla  d'essayer 


(')  La  Rotonda,  ancien  Panthéon. 

(!)  Les  deux  derniers  travaux  qu'il  publia  sont  ceux  qu'il  présenta  à  notre  Académie 
Pontificale  des  Nuovi  Lincei  dans  les  séances  IIe  du  iO  avril  1871  et  IVe  du  1  1  juin  1871 
(Jtti  âelU  Accadcmia  Pontificia  de' Nuovi  Lineei,  etc.,  t.  XXIV,  1871,  Roma,  [871, 
p.  63-8a,  [81-189.)—  '"""'  l,hls  loin  le  CATALOGUE,  nus  ;j,S  et  59. 
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si  un  changement  d'air  pouvait  lui  être  utile,  et  au  commence- 
ment de  l'été  de  l'année  courante  il  s'était  rendu  à  Ariccia,  où,  sa 
maladie  ayant  pris  des  proportions  alarmantes,  il  mourut  dans  la 
matinée  dua4  aoùti874  f1)- Lemérite  scientifique  de  M8r  Tortolini 
est  bien  démontré  par  les  nombreux  et  importants  travaux  dont 
on  donne  ci-après  (page  2-tj  un  catalogue  complet  (2),  et  par  les 
mentions  élogieuses  qu'en  ont  faites  MM.  Cauchy  (  '  .  l'abbé  Moi- 
gno  (4),  Liouville  (5),  Catalan  (6)  et  Terquem  (7). 

Parmi  les  nombreux  résultats  remarquables  des  recherches  scien- 
tifiques de  Tortolini,  il  suffira  de  citer: 

i  "L'application  à  l'intégration  des  équations  aux  dillérences  finies, 
même  partielles, des  méthodes  exposées  et  appliquées  par  Cauchy  à 
l'intégration  des  équations  différentielles  et  aux  dérivées  partielles 
dans  ses  Exercices  d' Anah  se  et  de  Physique  mathématique  (8). 


(*)  VOsservatore  Romano,  16e  année.  n°  194,    î6  août  ist4»  P-  3. 

(')  D.  B.  Boncompagni  a  bien  voulu  me  communiquer  ce  Catalogue,  et  les  ren- 
seignements donnes  dans  cet  écrit  sur  les  travaux  de  MSr  Tortolini  et  du  P.  André 
Caraffa.  —   Voir  ci-dessus,  p.  '<-''>,  note,  et,  plus  loin.  p.  278. 

(')  Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  \II, 
18,1,  p.  871  et  873,  n°  20,  séance  du  17  mai  iSji.  —  Comptes  rendus,  etc.,  t.  XIII, 
1841,  p.  296,  n°  5,  séance  du  2  août  1 S 'p  t  -  —  Comptes  rendus,  etc.,  t.  XIV.  1842. 
p.  9G0,  n°  25,  séance  du  20  juin   iS/|2. 

(*)  Leçons  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral,  rédigées  principalement 
d'après  les  méthodes  de  il.  A.-L.  Cauchy,  etc.,  par  M.  l'abbé  Moigno:  t.  II,  Calcul 
intégral,  ire  Partie,  Paris,  iS44.  P-  2  ',  32,  n5-]34>  —  Giornale  Arcadico  di  Scienze, 
Lettere  ed  Arti,  t.  CXXVIX  {sic),  1839,  p.  32-71. —  Sopra  alcune  applicazioni  del 
metodo  inverso  délie  tangenti.  Memoria  di    Barnaba  Tortolini,  Rome,  i^3o,  in-5°,  4<J  p. 

(5)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  publié  par  J.  Liouville,  t.  \\. 
année  i8âj,  p.  n5,  118,  120.  Avril  iS55. 

(6)  Mémoires  couronnés  par  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres  de 
Bruxelles,  t.  XXV,  2e  Partie.  i83y.  Bruxelles,  1841.  —  Sur  la  transformation  des  va- 
riables  dans  les  intégrales  multiples,  etc.,  par  E.-Ch.  Catalan,  p.  4-35.  —  Atti  detV 
Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei,  etc.,  t.  XX,  1866-1867.  Rome,  1867,  p.  171. — 
Sur  quelques  questions  relatives  aux  fonctions  elliptiques,  par  M.  E.  Catalan  (extrait 
des  Atti  dell'  Academia  Pontificia  de'  Nuovi  lincei,  t.  XX,  1867,  p.  3). 

(7)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  Journal  des  candidats  aux  Ecoles  Poly- 
technique et  JVorrna/e,  rédigé  par  MM.  Terquem  et  Gerono,  t.  IV.  Paris,  i85.3,  p.  .'fio, 
46l. —  Bulletin  de  Bibliographie,  d'Histoire  et  de  Biographie  mathématiques,  par 
M.  Terquem,  t.  Ier,  Paris,  i855,  p.  97,  98,  99. 

(*)  Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XII, 
1841,  p.  296.  —  Comptes  rendus,  etc.,  t.  XIV,  1 S '( _>,  p.  g'îo.  —  Giornale  Arcadico  di 
Scienze,  Lettere  ed  Arti,  tomo  LXIII,  aprile-giugno,  1834  e  i835.  Ronia,  etc.,  p.  1  |3, 
1 1 4 - f  3 7 ,  i38.  —  Trattato  del  caleolo  dei  résidai.  Principj  di  detto  calcolo.  Memoria  la 

18. 
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2°  La  démonstration  donnée  par  Tortolini  en  i83g  ('),  et  citée 
par  Cauchy  (2),  de  ia  formule  suivante,  due  à  Lamé  (3)  : 

Jo    Jb  Jb    vV—  b2  vV  —  6'2  v/î^7*2  ^/f-  —  v2  \/t>2—  p2  \jc—p' 
=  -  u  y/^u.2 —  6'  vV2 —  t.'2- 

3°  La  démonstration  donnée  pour  la  première  fois  par  le  même 
Tortolini  de  l'identité  de  l'aire  de  la  surface  d'élasticité  avec  celle 
de  l'ellipsoïde  (4). 

4°  La  réduction  aux  fonctions  elliptiques  de  première  et  de  troi- 
sième espèce  de  la  rectification  de  la  lemniscate  générale,  et  la  bis- 
section,  trisection,  etc.,  de  cette  courbe  (5). 

5°  Le  théorème  appelé  par  Terquem  beau  théorème  (e),  que 
«  l'aire  de  la  surface  formée  par  les  projections  du  centre  d'un  ellip- 
soïde sur  ses  plans  tangents  est  équivalente  à  celle  d'un  ellipsoïde 
qui  a  pour  axes  principaux  les  trois  quatrièmes  proportionnelles 
aux  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  donné,  en  les  prenant  dans  un 
ordre  quelconque  (7)  ». 


ici-N",  de  j(  p.  Giornale  Arcadico,  t.  lxim,  p.  2S,  53. —  Giornale  Arcadico,  etc., 
tomo\C,  Gennaio-marzo,  i8'|2,  Roma,  1842,  p.  8'|-n3. —  Memoria  sull'  applicazione 
del  calcolo  dei  résidai  ail' '  integrazione  dell' equazioni  lineari  a  differenze  finite,  di 
Barnaba  Tortolini  ;  Roma,  \S!\i.  In-S°,  32  p.,  T.  xc.  —  Giornale  Arcadico,  etc.,  t.  XC1, 
lS|j.  Rome  lS'|2,  p.  3-67.  Seconda  Memoria  sull'  applicazione  del  calcolo  dei  résidai 
ail'  integrazione  dclle  equazione  lineari  a  differenze  finite,  di  Barnaba  Tortolini. 
Rome,  1842.  In-8°,  32  p.  —  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique,  par  le 
baron  Augustin  Cauchy,  t.  Ier.  Paris,  18^0,  p.  53-ioo. 

(')  Giornale  Arcadico,  etc.,  t.  LXXX,  l83g,  p.  23,  ?5. —  Sopra  le  trasform.as.ioni 
e  i  valori  di  àlcuni  intégral!  defmiti  che  si  riferiscono  alla  superficie  e  solidità  dei  volumi. 
Memoria  di  Barnaba  Tortolini.  Roma,  1839.  In-8°,  20  p. 

(s)  Mémoires  couronnés  par  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles. Lettres  de 
Bruxelles,  t.  XIV.  Je  Partie,  i83g.  Sur  la  transformation  des  variables  dans  les  inté- 
gra/es multiples,  par  E.  Catalan,  p.  /j,  35. 

{')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  etc.,  publié  par  Joseph  Liou- 
ville,  t.  II,  année  18/17,  p.  1G7. 

(*)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XI.  année  i8^G,  p.  137,  18^6- 
—  Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  XXXI,  i8'|6,  p.  28.  — Nuove 
applicazioni  del  Calcolo  intégrale  relative  alla  quadratura  délie  superficie  curve,  e  cu~ 
batura  de'  solidi.  In-4°,  28  p.,  p.  17. 

(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  t.  IV,  p.  /|6o. 
1      Ibid.,  p.  V'Ci. 
T     Ibid.,  p,   J60,  'i<?"- 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  277 

6°  La  démonstration  appelée  remarquable,  par  M.  Catalan  ('), 
dans  un  Mémoire  publié  en  1848,  au  moyen  des  coordonnées  ellip- 
tiques polaires  de  Jacobi,  d'un  théorème  de  Legendre,  relatif  aux 
fonctions  complètes  a  modules  complémentaires. 

7°L'iiitégratioii  de  quelques  équations  aux  dérivées  partielles  exé- 
cutée au  moyeu  d'intégrales  définies  (2). 

M.  Tortolini  mérita  aussi  beaucoup  des  études  mathématiques 
en  publiant,  de  i85o  a  i8;Ï7,  un  recueil  périodique  intitulé  Annali 
di  Scienze  matematiche  e  fisiche  (3),  et  de  i858  à  i865,  avec 
MM.  les  professeurs  Henri  Betti,  François  Brioschi  et  Ange 
Genocchi,  un  autre  recueil  périodique  intitulé  Annali  di  Mate- 
matlca  pur  a  ed  applicata  {'').  Ces  recueils,  outre  plusieurs  travaux 
de  notre  regretté  confrère ,  contiennent  d'importants  écrits  des 
plus  illustres  géomètres  italiens  et  étrangers,  de  sorte  qu'ils  peu- 
vent occuper  une  place  digne  parmi  les  plus  célèbres  recueils  scien- 
tifiques de  ce  temps. 

Les  plus  illustres  Sociétés  scientifiques  de  l'Italie,  et  même  quel- 
ques-unes de  l'étranger,  s'estimèrent  honorées  d'inscrire  le  nom  de 
Tortolini  dans  leurs  registres.  L'Académie  des  Sciences  de  l'Institut 


(')  Atti  dell' Accademia  Pontificia  de ' Nuovi  Lineei,  tomo  XX,  1S66-1S67,  p.  171. 
—  Sur  quelques  questions  relatives  aux  fonctions  elliptiques,  par  M.  E.  Catalan,  p.  3. 
Cette  démonstration  se  trouve  dans  un  Mémoire  de  M.  Tortolini  publié  en  1 S  "[S 
(Giornale  Arcadico  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti,  t.  CXVI,  luglio-settembre  1848, 
p.  137-1S4,  263-296.)  —  Sulla  riduzione  di  alcuni  integrali  definiti  ai  trascendenti 
ellittici  ed  applicazione  a  différend  problemi  di  Geometria  e  di  Meccanica  razionalc. 
Memoria  di  Barnaba  Tortolini,  Roma,  i8.'|8.  I11-S0,  80  p.  [Giornale  Arcadico,  t.  CXVI, 
agosto-settembre  1848). 

(')  Memorie  di  Matematica  e  di  Fisica  délia  Socielà  Italiana  délie  Scienze  résidente 
in  Modena.  T.  XXV,  Parte  seconda.  Modena,  [855,  p.  3 1 0-34 1  -  —  Sopra  gh  integrali 
generali  di  alcune  equazioni  a  derivate  parziali  a  coefficient!  costaud.  Memoria  del 
Socio  altuale  prof.  Barnaba  Tortolini.  T.  XXV  délie  Memorie  délia  Società  Italiana 
délie  Scienze  résidente  in  Modena.  Modena.  i8j'|.  In-.'i",  34  pages.  —  M.  Liouville  a 
donné  une  analyse  de  ce  travail  [Journal de  Mathématiques,  t.  XX,  année  1 S53,  p.  1  iS 
119-120),  dans  un  écrit  intitulé  [Ibid.,  p.  iid)  :  Note  sur  une  formule  pour  les  diffé 
rentielles  à  indices  quelconques,  à  l'occasion  d'un  Mémoire  de  M.  Toutolim;  par 
M.  J.  Liouville. 

(*)  Annali  di  Scienze  matematiche  e  fisiche,  compilât!  da  Barnaba  Tortolini,  etc. 
Roma,  18JO-1857.  8  vo1-  >n-8°. 

(*)  Annali  di  Matematica  para  ed  applicata,  pubblicad  da  Barnaba  Tortolini,  etc., 
e  compilât!  da  £.  Betti  a  Pisa,  F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Tor- 
tolini a  Roma.  [In  condnuazione  agli  Annali  di  Scienze  matematiche  e  fisiche).  Roma, 
iS58-i865,  7  vol.  in-40.. 
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de  Bologne  le  nomma  membre  le  ij\  mai  1846.  L'Académie  royale 
des  Sciences  de  Naples  en  fit  autant  le  9  mai  de  la  même  année. 
Le  3  juillet  1847,  '1  fut  ^lu  membre  ordinaire  de  l'Académie  Pon- 
tificale des  Nuovi  Lincei  (').  Le  20  octobre  de  la  même  année, 
on  le  choisit  pour  être  un  des  quarante  de  la  Société  Italienne 
des  Sciences  résidant  à  Modène  [-).  11  fut  nommé  aussi,  en  sep- 
tembre i85o,  membre  de  l'Académie  Poutanienne  de  Aaples;  le 
16  juillet  i854,  membre  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de 
Furin;  le  3i  février  1 856,  membre  de  l'Académie  royale  des 
Sciences  d'I  psal;  le  i5  décembre  1 858,  membre  bonoraire  de  la 
Société  royale  d'encouragement  des  Arts  et  Industries  de  Londres; 
le  Ier  avril  1 856,  un  des  vingt  membres  correspondants  de  la  So- 
ciété royale  de  Naples;  le  19  juin  1 867,  membre  de  l'Académie  pon- 
tiflcale  des  Beaux-Arts  de  Saint-Luc.  Dès  i863,  il  était  le  septième 
des  dix  membres  du  Collège  philosophique  et  mathématique  de 
l'Université  Pontificale  de  Rome. 

Pour  peu  que  l'on  considère  les  profonds  travaux  que  Tortolini 
a  laissés  à  la  Science  et  leur  mérite  extraordinaire,  qui  lui  procu- 
rèrent tant  de  distinctions  honorables  de  la  part  de  ces  Sociétés 
scientifiques  qui  sont  les  seules  dont  le  jugement  soit  compétent 
dans  des  matières  si  difficiles,  il  sera  impossible  de  ne  pas  recon- 
naître que  Rome  et  l'Université  de  la  Sapience,  qui  a  une  bistoire 
glorieuse  (3)  et  qui  semble  ignorée  par  quelques  écrivains  mo- 
dernes (''),  eurent,  même  avant  les  dernières  vicissitudes,  des 
hommes  (jui  l'ont  dignement  représentée  parmi  les  associations 
scientifiques  les  plus  sérieuses  ;  et,  si  les  noms  de  Morichini,  \  en- 
turoli,  Barlocei,  Cavalieri  San  Bertolo,  Sereni,  Chelini,  et  de  plu- 
sieurs autres  qui,  de  nos  jours,  enseignèrent  dans  celte  illustre 
Université,  sont  devenus  célèbres,  l'enseignement  que  Tortolini  y 


(')  Aui  dell'  Accademia  Puntijicia  de'  Nuovi Lincei,  etc.,  t.  IV,  iSJo-i8ôi.  Roma, 
1832,  p.  6. 

{"-)  Cette  élection,  faite  à  une  grande  majorité  (Memorie  ai  Matematica  e  di  Fisica 
delta  Socielà  ïtaliana  délie  scienze  résidente  in  Mode/uz,  t.  XXIV,  P. nie  seconda 
Vlodena,  i85o,  p.  8),  fut  proposée  aux  Membres  de  la  Société  Italienne  par  circulaire 
du  g  août  iS'|-  et  annoncée  par  circulaire  du   10  Dovembre  de  la  même  année. 

(a)  De  Gymnasio  Romano  et  de  ejus  professoribus  Llbri  duo,  auctore  Josepho  Ca- 
raffa.  Ronue,  i85l.  I n-^ °.  xx-65g  p.  —  Storia  dell1  Università  degli  Studj  di  lîoma  ; 
dell'  aw.  Filippo  Maria  Renazzi.  Roma,  i8o3-i8oG,  4  vol.  in-',0. 

L'instruction  publique  en  Italie,  par  C.  Hippeae.  —   Paris,  1875.  I11-80. 
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a  donné  delà  manière  la  plus  honorable  pendant  près  de  vingt-cinq 
ans  est  une  nouvelle  preuve  que,  chez  nous,  l'état  de  l'éducation 
publique  scientifique  n'est  rien  moins  que  déplorable  (  '  ). 


CATALOGUE  DES  TRAVAUX  DE  W1  BARNABE  TORTOLINI  (2). 
I. 

TRAVAIL     IMPRIMÉ    SÉPARÉMENT. 

1.  Elementi  di  Calcolo  infinitésimale  di  Barnaba  Tortolini,  professore  di  Cal- 

colo sublime  nell'Università  Romana  délia  Sapienza  e  di  Fisica  matema- 
tica  nel  Collegio  Urbano  di  Propagnnda  Fide.  —  T.  I.  Calcolo  ditferenziale. 
—  lïoma,  presso  Francesco  Bleggi,  libraio  in  via  del  Pie  di  Marmo, 
n°  38,  1844,  in-8",  de  640  pages. 

II. 

TRAVAUX    INSÉRÉS    DANS    DIVERS    RECUEILS. 

1. 

Travaux  insérés  dans  le  Glornale  Arcadico  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti. 

2.  Determinazione  dell'integrali  di  alcune  formole  differenziali' si  algebriclie 

che  trascendenti.  (T.  LVI,  luglio-seltembre  i832,  p.  81-9O.) 

3.  Teoria  analitica  délie  superficie  generate  dal  moto  di  una  linea,  l'equazioni 

délia  quale  contengono  una  funzione  arbitraria,  supponendo  di  più  che 
tali  superficie  debbonoessere  circoscrittead  un'  altra  data  superficie qua- 
lunque.  (T.  LVII,  ottobre-dicembre  i832,  p.  iio-i33.) 


(')  Ibid.,  p.  112. 

("■)  Des  1 10  travaux  mentionnés  dans  ce  Catalogue,  les  n0B  1-26,  28-3;,  3g-<j2,  /i'ris. 
j. ']-").'>,  ()o-G'i,  66-106  sont  indiqués  dans  un  Catalogue  intitule  :  «  Elenco  délie produzio ni 
scientifiche  ili  Barnaba  Tortolini,  professore  di  Calcolo  sublime  ail'  Universilà  Ro- 
mana, uno  dci  quaranta  délia  Società  Italiana  délie  Scienze,  etc.  Roma,  Tipografia 
délia  S.  C.  de  Propaganda  Fide,  iS65  ».  Des  mêmes  110  travaux,  les  nos  1-4,  6,  7, 
g-26,  4'-42i  S3-55,  60,  62-64,  67-69,  73-74,  76-81,  83-85,  87,  88  sont  indiqués  dans  le  vo- 
lume intitulé  :  Biographisch-literarisches  Handwôrterbuch  zur  Geschicbtc  der  exacten 
Wissenschaften,  etc.  Gesammelt  von  J.-C.  Poggendorlï.  Zweiter  Band,  M-Z,  Leipzig,  |863  ; 
et  les  n°s  3-7,  g-23,  25.33,  41-48,  54,  60,  62-64,  G7"69>  7^-74,  76-81,  83-85,  88,  110 
dans  le  volume  intitulé  :  Catalogue  of  scientific  Papers  (i8oo-i863),  compilrd  ami 
publishi  I  bj    lie  Royal  Society  of  London,  vol.  Vil;  London,   1872. 
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i.  Ricerche  sopra  alcuni  punti  di  Georaetria  analitica.  (T.  LIX,  aprile-giugno 
1 833,  p.  5a-ioi.) 

5.  Analisi  sopra  alcune  questioni  di  Fisico-Matematica.  Equazioni  differenziali 

del  movimento  diunsistema  di  raolecole  sollecitate  daforze  di  atlrazione, 
oripulsione  vicendevole;  edapplicazione  délie  medesime  all'oscillazioni  di 
un  sistema  lineare  di  corpi.  (T.  LXII ,  gennaio  e  i'ebbraio  i834  e  i835, 
p.  1-16.) 

6.  Trattato  del  Calcolo  dei  residui.  Principj  di  detto  Calcolo.  (T.  LXIII,  aprile- 

giugno  i834  e  i835,  p.  86-i38.) 

7.  Sul  Calcolo  dei  residui.  Memoria  2J.  Integrazione  dell'  equazioni  differen- 

ziali lineari.  (T.  LXVII,  aprile-giugno  i836,  p.  179-193.) 

8.  Sopra  un  corso  di  Matematiche  :  ElementorumMatheseos,  etc.,  aueloreAn- 

drea  Caraffa  e  Societate  Jesu,  in  Collegio  Romano  Matheseos  professore  ;  e 
sopra  la  versione  italiana  di  questi  Elemenli  fatta  con  moltissime  anno- 
tazioni  dal  professore  Paolo  Volpicelli.  (T.  LXX11I,  p.  3-6.) 

9.  Memoria  sulla  quadratura  deU'ellissoide  a  tre  assi  ineguali.  (T.  LXXYI11. 

gennaio-marzo  i83g,  p.  1-24.) 

10.  Memoria  sopra   alcune  applicazioni  del  metodo  inverso  délie   tangenti. 

(T.  LXXIX,  aprile-giugno  1839,  p.  32-71.)  ('). 

11.  Sopra  le  trasformazioni  e  i  valori  di  alcuni  integrali définit),  che  si  riferis- 

cono  aile  superficie  e  solidità  dei  volumi.  (T.  LXXX,  luglio-settembre 
1839,  p.  i3-3o.) 
\i.  Nota  sulla  Memoria  del  metodo  inverso  délie  tangenti  che  trovasi  inserila 
nel  t. LXXIX  diquesto  Giornale.  [Ibid.,  p.  124. ) 

13.  Sopra  le  trasformazioni ei  valori  di  alcuni  integrali  definiti,  che  si  riferiscono 

aile  superficie  e  solidità  dei  volumi.  Seconda  Memoria  {').  (T.  LXXXII, 
gennaio-marzo  1840,  p.  97-140.) 

14.  Sui  limiti  di  alcune  espressioni  immaginarie.  (T.  LXXXYH,  aprile-giugno 

1 84 1 ,  p.  145-162.) 

15.  Memoria  sull'applicazione  del  Calcolo  dei  residui  all'integrazione  délie  equa- 

zioni lineari  a  differenze  finite.  (T.  XC,  gennaio-marzo  1842,  p.  84-1 13.) 

16.  Seconda  Memoria  sull'applicazione  del  Calcolo  dei  residui  all'integrazione 

délie  equazioni  lineari  a  differenze  finite.  (T.  XCI,  aprile-giugno  1842, 
p.  3-67.) 

17.  Memoria  sull'applicazione  del  Calcolo  dei  residui  all'integrazione  dell'equa- 

z;oni  differenziali  lineari.  (T.  XCII,  luglio-settembre  1842,  p.  129-152, 
2O5-280.) 

1  I  ne  traduction  française  de  cet  écrit  se  trouve  dans  le  volume  intitulé  :  Journal 
fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  von  A.-L.  Crelle.  26.  Rd.  Berlin,  iS43, 
p.       >-3io. 

1  ne  traduction  française  de  cet  écrit  se  trouve  dans  le  Journal  fur  die  reine 
und  angewandte  Mathematik,  26.  Bel,  p.  277-  187 
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18.  Memoria  sull'applicazione  de]  Calcolo  dei  rosidui  all'integrazione  dell'equa- 

zioni a  derivate  parziali.  (T.  XCIII,  ottobre-dicembre  1 847,  P-  3-4 1 .) 

19.  Seconda  Memoria  sull'applicazione  del  Calcolo  dei  residui  all'integrazione 

dell'equazioni  lineari  a  derivate  parziali.  (T.  XGV,  gennaio-marzo  1845, 
p.  58-128;  t.  XCV,  aprile-giugno,  1843,  p.  3-66.) 

20.  Nota  sul  passaggio  degli  intégrais  dell'equazioni  a  differenze  finile  agli  in- 

tegrali  dell'equazioni  differenziali.  (T.  XCVII,  ottobre-dicembre  1 843, 
p.  45-49.) 

21.  Rappresentazione  geometrica  délie  funzioni  ellittiche  di  terza  specie  di  dato 

paramétra  circolare.  (T.  C,  luglio-settembre  1844,  p.  257-284.) 

22.  Sopra  la  rettificazione  di  alcune  curve  piane.  (T.  CV,  ottobre-dicembre 

1845,  p.  193-213.) 

23.  Sopra  la  rettificazione  dell'ellissi  sferica,  e  sulla  divisione  de'suoi  archi. 

(T.  CIX,  ottobre-dicembre  1S4O,  p.  23i-25i.) 
2i.  Sopra  alcune  superficie  curve  derivate  da  una  data  superficie,  e  di  génère 
concoidali.  (T.  CXIII,  ottobre-dicembre  1847,  p.  273-297.) 

25.  Sulla  riduzionedi  alcuni  integrali  definiti  ai  trascendenti  ellittici,  ed  appli- 

cazione  a  differenti  problemi  di  Geometria  e  di  Meccanica  razionale. 
(T.  CXVI,  luglio-settembre  1848,  p.  137-184,  265-296.) 

26.  Sopra  le  superficie  curve  parallèle  all'ellissoide,  e  sull'espressione  générale 

délia  loro  quadrature.  Nota  letta  nell'Accademia  Pontificia  de'Nuovi  Lin- 
cei,  nella  seduta  del  di  23  dicembre  1849.  (T.  CXIX,  aprile-giugno  1849 
e  i85o,  p.  3-i5.) 

II. 

Travaux  insérés  dans  la  Raccolta  di  Lettere  ed  altri  scritti  intorno  alla 
Fisica  e  aile  Matematiche. 

27.  Ricerche   sulla   divisione   degli    archi    di  una  curva  del  quarto    ordine. 

(Anno  1°,  Roma,  1845,  p.  17-23.) 

28.  Quadrature  délie  superficie  curve,  e  cubatura  dei  sotiài.  (Ibid.,  p.  96-99.) 

29.  Geometria  analitica.  Sopra  differenli  propriété  di  alcune  curve  piane  del 

quarto  ordine.  (Ibitl.,  p.  278-283.) 

30.  Sopra  l'equazione  di  una  curva  del  sesto  ordine,  che  s'incontra  in  un  pro- 

blema  riguardante  l'ellissi  ('  ).  (Anno  II0,  1846,  p.  87-93.) 

31.  Soluzione  di  un  problema  relativo  all'ellissoide.  (Ibid.,  p.  i4<j-i44-) 

32.  Sopra  la  quadratura  délia  superficie  inviluppo  dei  piani  perpendicolari  con- 

dotti  all'estremità  dei  diametri  di  un'ellissoide  data.  [Ibid.,  p.  33g-346.) 


(')  Cet  écrit  a  été  réimprimé  dans  le  Journal  fur  die  reine  und  . 
thematih,  t.  33,  18/(6,  p.  90-94. 
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33.  Sopra  l'equazione  e  propriété  di  una  curva  piana  luogo  geometrico  dei 

piedi  délie  perpendicolan  abbassate  da  un  punto  fisso  sopra  le  tangenti 
di  una  eurva  data.    Anno  III",  184-.  p.  3o5-3og.) 

34.  Quadratura  délia  superficie  curva  rappresentata  dall'equazione 


©'*©' 


fra  le  sue  coordinate  ortogonali.  1  Anno  IV,  1848,  p.  69-78.) 

35.  Sull'equazione  délia  curva  piana,  luogo  geometrico  di  un  punto  taie,  dal 

quale  condotte  due  tangenti  ad  un'  ellissi  data,  l'angolo  délie  medesime 
sia  costante  (').  (Ibid.,  p.  265-270. 

36.  Sull'equazione  délia  curva  piana,  luogo  geometrico  di  un  punto,  dal  quale 

se  si  conducano  due  tangenti  a  due  circoli  dati,  di  egual  raggio,  il  loro 
prodotto  sia  costante.  Ricerche  sulla  rettificazione  délia  medesima  curva. 
(Ibicl.,  p.  I24-I35.) 

37.  Sul  movimento  de'projetti  nell'aria,  supponendo  che  la  resistanza  sia  com- 

posta di  due  termini,  uno  proporzionale  al  quadrato,  e  l'altro  al  cubo 
délia  velocità  del  mobile.  (Anno  V,  1849,  P-  1-9-) 

38.  Sopra  il  luogo  geometrico  délia  projezione  ortogonale  del  vertice  di  un 

paraboloide  ellittico  sui  piani  tangenti.  {Iliid.,  p.  96.) 

39.  Quadratura   di  alcune  curve  sferiche  provenienti  dall'intersezione  di  un 

cono,  e  di  una  sfera  concentiica.    Ihid..  p.  iôo-iSj.) 

40.  Applicazioni  dei  trascendenti  ellittici  alla  risoluzione  di  alcuni  problemi  ri- 

guardanti  le  attrazioni  dei  corpi.  (Ibid.,  p.  170-190.) 

III. 

Travaux  inséré»  dans  le  Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik. 

41.  Nuove  applicazioni  del  Calcolo  intégrale  relative  alla  quadratura  délie  su- 

perficie curve,  e  cubatura  de'solidi.  (T.  XXXI.  Berlin,  1846,  p.  12-39.) 
ii.  Addizione  alla  Memoria  intitolata  :  «  Nuove  applicazioni  del  Calcolo  inté- 
grale alla  quadratura  délie  superficie  curve  e  cubatura  de'solidi,  inserita 
nel  t.  XXXI  di  queslo  Giornale,  p.  12».  T.  XXXIV,  1847,  p.  101- 
121.) 


(')  Cet  écrit  a  été   réimprimé  dans  les  Acti  dell'  Accademia  Pontificia   de'  Ni 
Lincei,  t.  I,  anno  I  (1847-1848  ,  p.  12J-119. 
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IV. 

Travail  inséré  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques. 

43.  Enveloppe  d'une  perpendiculaire  menée  à  un  diamètre  de  l'ellipse,  par 
l'extrémité  de  ce  diamètre.  (T.  V,  Pari»,  1846,  p.  365-368.) 


Travaux  insères  dans  les  Meinorie  delta  Società  Italiana  délie  Scienze 
résidente  in  Modena. 

44.  Nota  sull'espressione  del  volume  terminato  dalla  superficie  di  quarto  or- 
dine  luogo  geometrico  délia  projezione  ortogonale  del  centro  dell'iper- 
boloide  a  due  falde  su  i  piani  tangenti.  (T.  XXIV,  Parte  prima.  Mo- 
dena, 1848,  p.  378-387.) 

43.  Applicazioni  dei  trascendenti  ellittici  alla  quadrature  di  alcune  curve  sfe- 
riche  (').  (T.  XXIV,  Parte  seconda,  i85o,  p.  337-378.) 

46.  Sopra  gli  integrali  di  alcune  equazioni  aderivate  parziali  a  coefficient!  co- 

stanti.  (T.  XXV,  Parte  seconda,  1 854,  p-  3io-34i.) 

47.  Sulla  divisione  degli  archi  di  una  curva  del  quart'ordine,  rappresentata 

dall'equazione  (x2-t-  r2)2-.=  a}.tr—  b'f.  (Série  seconda, 1. 1, 1862, p.  91- 
104.) 

VI. 

Travaux  insères  dans  les  Novi  Commentarii  Academiœ  Scientiarum 
Institua  Bononiensis. 

48.  De  formatione  quarumdam  œquationum  algebraicarum  quibus  satisfaciant 

functiones    algebraicae    datas    Commentatio.   (T.   IX,    Bononiae,  1849, 
p.  283-3oo.) 

VII. 

Travaux  insérés  dans  les  Atti  dell'  Accademia  Pontificia  de1  Nuovi  Lincei. 

49.  Estratto  d'una  Memoria  sopra  le  superficie  parallèle  (2).  (T.III,anno  III, 

i84g-i85o,  Roma  1873,  p.  i3.) 

50.  Nota  sopra  un  intégrale  definito  duplicato,  che  s'inconlra  nella  quadrature 


(')  Cet  écrit  a  été   réimprimé  dans   les  Annali   di  Scienze  matematiche  e  fisic/ie 
compilait  da  Barnaba  Tortolini,  t.  1°,  Roma,  jS.ïo,  p.  4 (>9-5 1  2 . 
'  oir  le  11"  iH  de  ce  Catalogue. 
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délia  superficie  di  ottavo  ordine,  e  di  equazione 

(■r2-t-  f  ~  zs)4=  ^(b'c'x'-h  fl!cy+  a'b'z2). 

(Ibid.,y.  46.) 

51 .  Soluzione  di  due  problemi  di  Geometria  analilica,  proposili  negli  «  Annali 

di  Matematica  »  del  Sig.  Terquem,  nei  fascicoli  di  maggio  i85o,  p.  181, 
c  di  febbraio  i85o,  p.  50.  (Ibid.,  p.  55-6o.) 

52.  Sull'equazione  di  alcune  curve  riferite  aile  coordinate  délie  sue  parabole 

osculalrici.  (Ibid.,  p.  69-70.) 

53.  Sul  valore  délia  curvatura  totale  di  una  superficie,  e  sull'uso  di  questo  va- 

lore  nella  determinazione  di  alcuni  integrali  definiti  duplicati.  (T.  IV, 
anno  IV,  iS5o-5i,  p.  53-70.) 
Si.  Sulla  determinazione  délia  linea  geodesica  descritta  sulla  superficie  di  un 
ellissoide  a  tre  assi  ineguali  secondo  il  metodo  del  Cav.  Jacobi,  da  esso 
dato  nelle  sue  lezioni  di  Meccanica  all'Università  di  Kœnigsberg.  (Ibid., 
p.  287-324.) 

55.  Sopra  le  ditTerenti  formole  esprimenti  i  raggi  délie  due  curvature  di  una 

linea  tracciata  sulla  superficie  di  una  sfera.  (Ibid.,  p.  555-568.) 

56.  Soluzione  di  un  problema  relativo  all'equazioni  del  terzo  e  quarto  grado. 

(Anno  XXII,  t.  XXII,  1869,  p.  166-168.) 

57.  Sopra  un  nuovo  sistema  di  variabili,  introdotte  dal  Sig.  Ossian  Bonnel,  nello 

studio  délie  proprietà  délie  superficie  curve.  (Ibid.,  p.  172-187.) 
5.S.  Sulla  leorica  di  alcune  curve  pedali.  (T.  XXIV,  1871,  p.  63-82.) 

59.  Ricerche  analitiche  sull'intersezione  di  un  ellissoide  con  un  cilindro  ellittico. 

(Ibid.,  p.  181-189.) 

VIII. 

Travaux  insérés  dans  les  Annali  di  Scienze  matematiche  e  /isiche. 

60.  Ricerche  sopra    le  superficie  parallèle,  ed  applicazione  di  questa  teorica 

all'ellissoide.  (T.  I,  Roma  i85o,  p.  6-22.) 

61.  Notizie  bibliografiche  del  «  Cambridge  and   Dublin  Malhematical  Journal, 

n°  11  »,  pubblicato  dal  Sig.  \V.  Thomson.  (Ibid.,  p.  261-263.) 

62.  Soluzione  di  due  problemi  di  Geometria  analilica.  (Ibid.,  p.  377-381.) 

63.  Sulla  espressione  dei  raggi  délie  due  curvature  di  una  linen  geodesica  trac- 

ciata sulla  superficie  di  un'ellissoide.  (T.  II,  i85i,  p.  345-357.) 
61.  Sopra  l'intégrale  definilo  duplkato  che  serve  a  rappresentare  laquadratura 
di  una  certa  superficie  di  ottavo  ordine,  e  nella  quale  l'espressione  ana- 
litica  del  suo  volume  coincide  con  una  superficie  ellissoidica.  (T.  III, 
i852,  p.  53o-534.) 
65.  Bibliografia.  Atti  dell'Accademia  Pontificia  de'Nuovi  Lincei.  Anno  IV,  ses- 
sions VII,  del  27  giugno  i85i.  (Ibid.,  p.  145-148.) 


MATHÉMATIQUES   ET  ASTRONOMIQUES.  285 

66.  Bibliografia.  Volume  di  una  colonna  torsa  cilindrica,  assegnato  da  Faà  di 

Bruno.  (T.  IV,  i853,  p.  128.) 

67.  Sopra  gli  integrali  a  differenze  finite  espressi  per  integrali  deGniti.  [liai., 

p.  209-231.) 

68.  Rappresentazione  geometrica  di  una  funzione  ellittica  di  prima  specie  per 
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COMIESPOMMME  BATDÉHATIQl'E  ENTRE  LEGEKDRE  ET  J1C0BI  (2 


La  Correspondance  matliématique,  entre  Legendre  et  Jacobi,est 
une  des  Correspondances  les  plus  mémorables  qu'on  trouve  dans 
la  littérature  des  sciences  exactes.  Il  a  fallu  un  concours  de  cir- 
constances heureuses  pour  la  conserver  en  entier  à  la  postérité. 

C'est  à  M.  Bertrand  que  nous  devons  la  publication  de  onze 
Lettres  de  Jacobi  à  Legendre,  insérées  aux  Annales  de  V Ecole  Nor- 
male de  1869.  En  les  faisant  imprimer,  l'éiiiinent  géomètre  a  sauvé 


(')  Cet  écrit  est  une  nouvelle  rédaction  de  l'écrit  indiqué  ci-dessus  sous  le  n°  23- 
'     Extrait  du  journal  de  M.  Borchardt. 
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ce  trésor,  les  manuscrits  originaux  ayant  péri  en  1 87 1  dans  les  in- 
cendies de  la  Commune.  Cette  publication  fut  en  même  temps  un 
acte  de  justice  pour  la  mémoire  de  Jacobi. 

Une  grave  erreur  historique  avait  été  répandue  concernant  la 
découverte  de  la  nouvelle  théorie  des  fondions  elliptiques. On  avait 
avancé  qu'à  Abel  seul  revenait  la  découverte  de  cette  théorie,  en 
vertu  de  ses  Mémoires  contenus  dans  les  volumes  2  et  3  du  Journal 
de  d'elle;  que  Jacobi,  sans  y  ajouter  rien  d'essentiel,  en  avait  seu- 
lement formé  un  corps  de  doctrines,  publié  trois  ans  plus  tard  dans 
ses  Fundamenta nova.  Cette  opinion  se  trouvait  déjà,  quand  elle 
fut  émise,  en  contradiction  manifeste  avec  les  Notes  et  Mémoires 
de  Jacobi  et  d'Abel  insérés  dans  le  Journal  astronomique  de  Schu- 
macher ('),etnon  moins  avec  le  célèbre  Rapport  de  Poisson  (!)  sur 
les  Fundamenta  nova  de  Jacobi;  mais  rien  n'y  aurait  pu  donner  un 
démenti  plus  formel  que  la  publication  des  Lettres  de  Jacobi,  dans 
lesquelles  l'illustre  analyste  raconte  avec  une  rare  franchise  l'histo- 
rique de  ses  découvertes  et  la  liliation  de  ses  idées  (s). 

Au  mois  de  septembre  1 827,  parurent,;!  Berlin, le  2e cahier, vol. II, 
du  Journal  de  Crelle  (''),  et  à  Altona,  le  n°  123,  vol.  VI,  des  Nou- 
velles astronomiques  de  Schumacher.  Le  Cahier  du  Journal  de 
Crelle  contient  la  première  publication  d'Abel  (s  )  relative  à  la 
nouvelle  théorie  des  fonctions  elliptiques.  On  y  trouve  leur  double 
périodicité,  la  théorie  analytique  de  leur  multiplication  et  de  leur 
division,  leur  définition  par  des  produits  infinis.  Le  numéro  des 
Nouvelles  astronomiques  contient  deux  Lettres  de  Jacobi  à  Schu- 
macher, écrites  de  Ki'migsberg  et  datées  du  i3  juin  et  du  2  août  1827. 
Dans  la  première  Lettre,  il  donne  les  transformations  du  troisième 
et  du  cinquième  ordre  dans  leur  forme  algébrique,  avec  les  transfor- 
mations complémentaires  à  la  multiplication.  Dans  la  seconde,  il 
établit  les  formules  analytiques  générales  pour  la  transformation 
de  l'ordre  n. 

Pour  un  géomètre  qui  a  sous  les  yeux  ces  deux  publications  si- 


(')  Astronomische  Nachrichten,  Bil.  VI,  nos  123,  127,  138. 
("')  Lu  à  la  séance  de  l'Académie  des  Sciences  du  i\  décembre  1829. 
(s)  Lettre  de  Jacobi  du  12  avril  182S. 

(*)  M.  G.  Reimer,  en  recherchant  dans  les  livres  de  son  imprimerie  et  de  l'anné 
1827,  a  bien  voulu  constater  le  mois  dans  lequel  ce  cahier  a  été  expédié  aux  abonnés 
(s)  Abel  était  de  retour  à  Christiania  depuis  le  mois  de  mai  1X27. 
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multanées,  il  est  évident  qu'en  les  écrivant  Abel  et  Jaeobi  ont  été 
chacun  en  possession  de  l'ensemble  de  la  nouvelle  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  qu'ils  y  sont  parvenus  indépendamment  l'un  de 
l'autre,  Abel  en  partant  de  la  multiplication,  Jaeobi  eu  partant  de 
la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 

Le  fait  historique  de  cette  coïncidence  remarquable  a  été  reconnu 
par  tous  les  géomètres  contemporains,  parmi  lesquels  il  suffira  de 
nommer  Legendre,  Poisson  et  Lejeune-Diriehlet.  D'ailleurs,  jamais 
aucune  discussion  de  priorité  n'a  eu  lieu  entre  Abel  et  Jaeobi. Ils  ont 
réalisé  l'attente  de  Legendre  :  «  Vous  serez  sans  doute  dignes  l'un  de 
l'autre  par  la  noblesse  de  vos  sentiments  et  par  la  justice  que  vous 
vous  rendrez  réciproquement  (').  » 

En  comparant  les  onze  Lettres  de  Jaeobi,  publiées  par  M.  Ber- 
trand, avec  douze  Lettres  manuscrites  de  Legendre,  qui  se  sont 
trouvées  dans  la  succession  de  Jaeobi,  j'ai  pu  vérifier  que  ces  vingt- 
trois  lettres  forment  la  Correspondance  scientifique  entière  qui  a  eu 
lieu  entre  Legendre  et  Jaeobi  (2).  M.  Bertrand,  avant  bien  voulu 
m'exprimer  son  assentiment  à  l'impression  de  cette  Correspondance 
entière,  je  la  fais  paraître  suivant  l'ordre  chronologique  dans  lequel 
les  Lettres  ont  été  écrites.  A  coté  des  Fundamenta  nova  de  Jaeobi, 
des  Notes  et  Mémoires  d'Abel  et  de  Jaeobi  imprimés  dans  le  Journal 
de  Crelle  et  dans  les  Nouvelles  astronomiques  de  Schumacher, 
cette  Correspondance  est  un  des  documents  les  plus  précieux  pour 
l'histoire  de  la  découverte  de  la  nouvelle  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

Quatre  grands  géomètres,  Legendre,  Gauss,  Abel  et  Jaeobi,  ont 
eu  leur  part  dans  cet  événement.  Legendre  l'avait  préparé  ;  vieillard 
de  y5  ans,  en  1827,  il  avait  cultivé,  depuis  1786,  pendant  plus  de 
quarante  ans,  le  calcul  des  intégrales  elliptiques  et  en  avait  formé 
une  discipline  particulière.  Ses  travaux  avaient  été  peu  appréciés 
par  les  célèbres  analystes  de  son  propre  pays,  dont  l'intérêt  se  diri- 
geait plutôt  vers  les  recherches  applicables  à  l'Astronomie  et  à  la 
Physique.  Parmi  les  savants  étrangers  à  la  France,  Gauss  connais- 


(')  Lettre  de  Legendre  à  Abel  du  2S  octobre  iSaS. 

(!)  Outre  ces  douze  Lettres  de  Legendre,  je  n'ai  trouvé  qu'un  billet  du  d  septembre 
1829  (séjour  de  Jaeobi  a  Paris),  simple  billet  d'invitation  qui  n'offre  point  d'intérêt 
et  n'a  aucun  rapport  aux  Mathématiques. 

/lu//,  des  Sciences  matkém.  et astron.,  t.  VIII   (Juin  [875  M) 
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sait  parfaitement  l'importance  du  sujet  ;  mais,  dès  son  début,  il  avait 
montré,  à  l'égard  de  Legendre,  une  froideur  que  ce  dernier  ne  lui 
pardonnait  pas.  La  découverte  de  1827  avait  d'ailleurs,  pourGauss, 
un  intérêt  très-personnel.  Depuis  plus  de  vingt  ans  il  était  en  pos- 
session des  résultats  par  lesquels  Abel  et  Jacobi  ont  étonné  les  géo- 
mètres. Des  recliercbes  entreprises  pendant  les  années  de  1797  à 
1808,  dans  lesquelles  il  partait  de  la  transformation  du  second  ordre 
et  des  moyennes  aritlimélico-géomélriques,  l'y  avaient  conduit, 
mais  il  n'en  avait  rien  publié.  Pendant  toute  sa  vie  il  n'en  a  jamais 
parlé  que  dans  des  lettres  ou  des  conversations  privées. 

Lorsque,  en  1827,  Legendre  reçut  la  première  nouvelle  de  la  ré- 
cente découverte  de  Jacobi,  d'abord  par  le  n°  123  du  Journal  de 
Schumacher,  puis  par  la  Lettre  de  Jacobi  du  5  août  1827,  il  l'ac- 
cueillit avec  un  vrai  entbousiasme.  L'intérêt  qu'il  prenait  à  la  dis- 
cipline qui,  pendant  une  si  grande  partie  de  sa  vie,  avait  formé  son 
travail  principal,  était  en  lui  d'une  telle  pureté  qu'il  n'éprouvait 
point  de  jalousie  de  se  voir  surpassé  et  son  œuvre  couronnée  par 
un  jeune  homme  de  23  ans,  qui  se  nommait  avec  raison  son 
disciple.  Mais,  lorsqu'il  fut  averti  d'une  assertion  de  Gauss,  qui 
aurait  pu  enlever  à  Jacobi  une  partie  de  la  gloire  de  sa  découverte, 
son  irritation  fut  grande.  Il  n'hésita  pas  à  douter  de  la  vérité  de 
l'assertion,  et  ce  fut  alors  Jacobi  qui  se  chargea  de  la  défense  de 
Gauss. 

Pour  les  caractères  de  Legendre  et  de  Jacobi  leur  Correspondance 
est  un  beau  monument. 

Legendre  qui,  par  son  travail  infatigable,  avait  initié  la  nouvelle 
génération  à  la  théorie  des  intégrales  elliptiques,  montre  pour 
Jacobi  une  bienveillance  qui  lui  fait  le  plus  grand  bonneur.  En  ce 
cjui  concerne  Abel,  après  avoir  vaincu  la  difficulté  qu'il  trouvait 
d'abord  à  se  familiariser  avec  ses  idées,  il  exprime  la  baute  consi- 
dération due  à  ses  travaux. 

Jacobi  se  montre  plein  de  vénération  pour  Legendre,  dont  les 
oeuvres  lui  ont  fourni  le  point  de  départ  de  ses  profondes  études. 
C'est  dans  ce  ton  que  sont  écrites  toutes  ses  Lettres,  à  l'exception 
d'un  seul  passage  dans  lequel  il  s'agit  de  la  plus  grande  découverte 
de  son  émule  Abel,  oubliée  pendant  deux  ans  parmi  les  papiers  de 
Cauchy.  A  l'égard  de  Gauss,  son  jugement  est  juste  et  sans  préven- 
tion. Son  admiration  pour  les  travaux  d'Abel  est  telle  qu'il  les  place 
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au-dessus  des  siens  propres.  La  grande  découverte  à  laquelle  il  a 
donné  le  nom  de  théorème  d'v4bel  est  désignée  par  lui  comme 
«  la  découverte  la  plus  importante  de  ce  qu'a  fait  dans  les  Mathé- 
matiques le  siècle  dans  lequel  nous  vivons  ». 

En  présentant  au  monde  scientifique;  cette  Correspondance  de 
deux  géomètres  de  nationalité  différente  et  pour  lesquels  l'intérêt 
de  leur  science  fait  disparaître  toute  autre  considération,  je  ne  puis 
me  refuser  à  exprimer  l'espérance  que  cet  exemple  ne  sera  pas 
perdu  pour  la  génération  présente. 

HORCHAUBT. 


Jacobi  à  Legendre. 

Koni^sbcrfl,  en  Prusse,  le  T>  août  182^. 

Monsieur, 

Un  jeune  géomètre  ose  vous  présenter  quelques  découvertes  failes 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  auxquelles  il  a  été  conduit 
par  l'étude  assidue  de  vos  beaux  écrits.  C'est  à  vous,  Monsieur,  que 
cette  partie  brillante  de  l'Analyse  doit  le  haut  degré  de  perfec- 
tionnement auquel  elle  a  été  portée,  et  ce  n'est  qu'en  marchant  sur 
les  vestiges  d'un  si  grand  maître  que  les  géomètres  pourront  par- 
venir à  la  pousser  au  delà  des  bornes  qui  lui  ont  été  prescrites 
jusqu'ici.  C'est  donc  à  vous  que  je  dois  offrir  ce  qui  suit  comme  un 
juste  tribut  d'admiration  et  de  reconnaissance. 

Je  commence  à  exposer  les  moments  principaux  des  résultats 
que  je  viens  d'obtenir.  Soit  p  un  nombre  impair  quelconque;  on 
remarque  aisément,  en  poursuivant  les  théorèmes  concernant  la 
multiplication  des  fonctions  elliptiques  de  première  espèce,  pro- 
posés dans  le  tome  I  des  Exercices  de  Calcul  intégral,  que  l'on 
peut  toujours  parvenir  à  l'équation 

dx  1  pdz  1 


1/1  —  x'  yi  —  *'*'       V  1  —  zJ  vt  —  x2z2 

19. 
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au  moyen  d'une  substitution  rationnelle 

z(a  -+-  A'zJ+A"z"-f-.  .  --Î-  A~rzr'-') 
x  = ^— j • 

B  -4-  B'  z'  -+-  B"z4  -4- . . .  +  B~~^~zr--' 

J'ai  observé,  depuis,  que  cette  substitution  peut  être  remplacée 
par  les  deux  autres,  employées  successivement, 


y  — 


r\a  -+-  «'r*  +  a  y*-\-.  ■ .-*-  a  2  r'-'/ 
6  -i-  // _>•=  -4-  i"j4  4- . . .  4-  b  *  j-p-' 

(  r—       \ 

;\a  4-  a's2+a"z'H-. . .  4-  a  2    z/'-'; 

/■-' 
(3  4-(3'z24-(3"z'4-...4-1S  «   zf- 


Après  une  première  substitution,  la  fonction  elliptique  va 
être  transformée  dans  une  autre  de  module  différent,  de  sorte 
qu'on  aura 

dx  i  Mdr  i 

v/i — x2  \/'  —  *2^2     v'1 — y1  v7!  —  Ky 

dy  i  pdz  i 

y/i  —  j2  \ji  —  l2y-       My'i  —  z1  v'i  —  x2-1 

Or,  en  donnant  au  nombre  p  des  valeurs  différentes,  on  trouve 
le  théorème  remarqueable,  que  chaque  module  donné  fait  pari 
d'une  infinité  d'échelles  de  modules,  dans  lesquels  il  peut  être 
transformé  par  une  substitution  algébrique  et  même  rationnelle. 

Aussi  je  suis  parvenu  à  trouver  l'expression  générale  de  ces  deux 
substitutions-là,  que  je  présenterai  sous  la  forme  trigonométrique, 
qui  me  parait  la  plus  commode.  Elles  pourront  être  transformées 
aisément  dans  la  forme  algébrique  mentionnée.  Je  commence  par 
la  substitution  dernière,  qui  me  fournit  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I  (2).  —  Soit   pris  l'angle  ç'   de  manière   qu'on  ait 

F(z,  a')  =  -F1  (h),  et  nommons  en  général  cj/"  un  angle  tel  que 


(')  Je  nie  servirai  ici  et  dans  la  suite  des  signes  des  Exercices  de  Calcul  intégral. 
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F(z,  '■>"')  =  — F*  (•/.).  Cherchons  un  angle  ^  au  moyen  de  la  for- 


mg(4S--i) 


o  —  o           o    4-  o 
tang tang  J L  • 

2                                2 

œP-'rt  o 

■  ■  tang        2 

o'  -ho           a>'   —  ip 

œ'—'q:  o 

tang      ^      tanD       ? 

0«   «i*/YZ 

tanD        a 

F(z,  o)  =  — F(>,6). 

Ze  signe  supérieur  ou  inférieur  doit  être  pris  selon  que  p  est  de 

la  forme  4»-f-i  ou  de  Informe  4«  —  i-  Toutefois  que®  se  trouve 

entre  les  limites  cm  et  om+1,  il  faudra  prendre  l'angle  ty  entre  les 

,.     .       m          m  -+- 1  .  ,  .  ,  .,     . 

limites  — t:  et ~.    La   détermination    des    constantes   M./. 


pourra  se  faire  par  les  formuler 


M 


P 


2(coséc-j'—  coseco  '-t-. .  .rpcosec^^rt-j, 
Isinç'- 


-,         2*M  I 

1= (  sino —  sine   -h. .  .rpsinoP^nz  - 

P 

Je  passe  maintenant  au  théorème  II,  qui  répond  à  l'autre  sub- 
stitution, par  laquelle  on  peut  passer  du  module  À  au  module  z,  et 
qui.  joint  au  précédent,  sert  à  la  multiplication  des  fonctions  ellip- 
tiques de  première  espèce. 

Théorème  II.  —  Soit  Xs-f-X'*  =  15  soit  en  général  y'"  un  angle 
tel,  que 

F(?/,i|<-)  =  -F'()/); 
qu'on  fasse 

tang  5'=  lang-y1  cosécy,     langfl"^  langd/cosécd;  ,..., 

\.ançOP--=:  langy-  rosée  l      : 
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soit  enfui  Q  =  a  U'  —  U"  ■+-  0"  —  .  .  .  zp  G*-2  zfc  -  <J«  j  -,  on  aura 

F(x,  0)  =  MF(3t,  vj>). 

Ze.v  angles  6',  6'", .  .  .  doivent  être  pris  dans  le  même  quadrant  de 
cercle  dans  lequel  se  trouve  V angle  (J<. 

Les  théorèmes  I  et  II  joints  ensemble  donnent 

F(x,0)  =  pF(xj9). 

Je  passe  sous  silence  les  nombreuses  relations  analytiques  très- 
curieuses  que  vont  fournir  les  deux  théorèmes  proposés.  Je  n'ajou- 
terai ici  qu'une  méthode  qui  peut  servir  à  l'évaluation  des  trans- 
cendantes F(x,  <p),  la  plus  commode,  à  ce  que  je  crois,  qu'on  puisse 
imaginer. 

I.ii  effet,  X  se  trouvant  toujours  très-petit,  quand  même  le 
nombre  p  ne  surpasse  5  ou  y,  on  pourra  négliger  les  termes  de 
l'ordre  X2.  On  aura  donc  simplement 

vt         \       M  i 
F(x,  <p)=-<{,. 

La  constante  !\I  ne  diiférant  que  de  l'ordre  X2  de  la  quantité  -  F1    x  , 

on  introduira  celle-ci  dans  le  calcul  au  lieu  de  M.  Par  là  on  aura 
en  même  temps  corrigé  le  résultat  de  la  partie  non  périodique  de 
l'erreur  commise  en  négligeant  les  quantités  de  cet  ordre.  Aotre 
formule  deviendra  donc 

F(x,  tp)  =  —  F'(x)«|/, 
1         p-  T 

et  l'erreur  commise  ne  comportera  que  —  -. F'(x)  sinat^/.  C'est 

donc  la  correction  à  ajouter  pour  que  l'erreur  ne  soit  que  de 
l'ordre  1''  ('). 

Soit,  par  exemple,  p  =  5,  y.  =  sin45°,  je  trouve  dans  le  tome  III 
des  Exercices,  p.  ai 5, 

cp'=  a  i°o'  36",  0275442,     9'"  =  58°  38'  io",3i4o2  70. 


(')  Si  l'on  exprime  p  en  secondes,  on  aura  F(x,  p)=  M'^,  étant  mis  M'=- 


3-2flOOCip 
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Aussi  la  Table  II  du  tome  III  me  donne 

F1  (y.  ;  =  1 ,854074677301 , 
d'où  résulte 

F'  (  Y.  ) 

M'  =  ? — „— j —  =  o ,  00000 1 1  444q°54  1  ^44  • 

5  X  3?4°oo  Tt-ra     -t      t-t 

On  aura  donc  à  calculer  l'angle  ^  par  la  formule 
90°  —  | 


i'io°3o'i8",oi —  f  o)  tangf  290  i9'5",  16  -4-{o  /,_        1     \ 

io°3o'i8",oi  + -a  j  tang(2y°  i9'5",  16  —  to)   l    D\  '    / 


et  ensuite  on  trouvera 

F(o)=  0,00000  1 1449°54'  '■}'• 
La  correction  à  ajouter  sera  — 0,00000007/ sina'J>. 
Exemple  :  '-.  =  3o°. 

logtang  —^- •-  =  8,8954990» 

logtang J L  =  9,9896616 

logcot =  o,32i4o63 

logcotJ =  0.5930627 

logtang  M5°—  ^9J  =  9,7614394 

logtang  (45n à  \  =9,5610690/1 

45° 41  = —  2o°o'o",4"3 

^  =  46800, g5     (M'=  0,000000  1 1444  9°54  '  ) 
Wty=      0,53562266 
Corr.  =  -+-  0,000001107 
F  =      0,53562273 
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La  Table  II  du  tome  III  des  Exercices  donne  o, 53562  27^28  22. 

Cette  méthode  me  parait  fournir  la  manière  la  plus  convenable 
de  construire  des  Tables  pour  l'évaluation  des  fonctions  elliptiques 
de  première  espèce. 

11  n'y  a  que  très-peu  de  temps  que  ces  recherches  ont  pris  nais- 
sance. Cependant  elles  ne  sont  pas  les  seules  entreprises  en  Alle- 
magne sur  le  même  objet.  M.  Gauss,  ayant  appris  de  celles-ci,  m'a 
fait  dire  qu'il  avait  développé  déjà  en  1808  les  cas  de  trois,  de  cinq 
et  de  sept  sections,  et  trouvé  en  même  temps  les  nouvelles  échelles 
de  modules  qui  s'y  rapportent.  Cette  nouvelle,  à  ce  qui  me  parait, 
est  bien  intéressante. 

Depuis  quelque  temps,  j'ai  fait  encore  quelques  recherches  sur 
la  théorie  des  nombres,  qui  m'ont  conduit  à  des  résultats  assez 
curieux  relatifs  à  la  belle  partie  de  cette  discipline  ouverte  aux 
géomètres  par  votre  célèbre  loi  de  réciprocité.  En  effet,  en  partant 
de  la  nouvelle  théorie  de  section  de  cercle  proposée  par  M.  Gauss 
dans  la  huitième  section  de  ses  Disquisiliones  arithmeticce,  j'ai 
découvert  une  méthode  qui  me  conduit  aux  théorèmes  fondamen- 
taux concernant  la  théorie  des  résidus  cubiques,  biquadratiques,  et 
même  des  résidus  de  puissances  plus  élevées  encore  (  '  ) . 

Pour  en  donner  une  idée  succincte,  je  mets  ici  la  démonstration 
du  théorème  fondamental  relatif  aux  résidus  quadratiques,  fondée 
sur  ces  nouveaux  principes. 

Soit  p  un  nombre  premier  impair,  soit  x  une  racine  de  l'équation 

=  o,  soit  g  une  racine  primitive  de  la  congruence 

gp~x  —  1  =  0     (mod.  />); 


.-^'-:=+V(-i)'!  / 


X  —  X&  -+-  xS'  -+-  xS  -+-  . 

On  a  de  même,  en  général, 

xq  —  xis  -+-  xis  —  xiz'  -+■ ...  —  otfl&~ 


(')  Je  me  sers  ici  dans  ce  qui  suit  des  signes  et  des  dénominations  mis  en  usage 
par  M.  Gauss  dans  ses  Disquisiliones  arithmeticce. 
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égal  à  -I- y  ( — 0  "  p  on  h  — \  (—  i)  -  /<,  selon  que  q  est  résidu 
quadratique  ou  non  résidu  quadratique  du  nombre  p:  mais,  le 
nombre  q  étant  aussi  premier,  on  a,  en  négligeant  les  multiples 
de  </, 

X7_  X1S+.  .  .  —  X^S"''!  =  (X  —  &  +  .  .  .—  xS"-'-)1 


Donc  q  sera  R  ou  N.  R  de  p  selon  que  [ — 1)  s  s  p  -  .divisé 
par  7,  laisse  -4-  1  ou  — 1,  ce  qui  est  précisément  la  loi  de  récipro- 
cité ou,  d'après  M.  Gauss ,  le  théorème  fondamental  relatif  aux 
résidus  quadratiques. 

J'ajoute  plusieurs  théorèmes  relatifs  aux  résidus  cubiques  qui 
résultent  tous  d'un  même  théorème  général.  Ce  sont  les  premiers 
de  ce  genre  qui  ont  été  proposés. 

Etant  donné  un  nombre  premier  p  de  la  forme  6«  -J—  1 ,  un  autre 
nombre  premier  quelconque  sera  résidu  cubique  de  p  toutes  les 
fois  que  4/>  sera  de  l'une  des  deux  formes 

L2+27</:M'     ou     q'JJ+i'jM'. 

Cependant  il  faut  exclure  la  forme  seconde  dans  le  cas  de  q  =  2 
et  q  =  3. 

Aussi,  q  étant  un  nombre  premier  plus  grand  que  7,  il  sera  résidu 
cubique  de  p  toutes  les  fois  que  p  est  de  la  forme  (qv.  -+-m)sH-27Ms, 
le  nombre  m  étant  donné  par  rapport  U  q  au  moyen  de  la  Table 
suivante  : 


i3 

•7 

'9 

23 

29 

3i 

37 

1 

3 

3 

2 

1 

5 

8 

9 

9 

8 
1 1 

1 1 

6 

3 
9 

i3 

11 

7 

Ainsi,  par  exemple,  le  nombre  3j  est  résidu  cubique  de  p  toutes 
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les  fois  que  4/>  sera  du  l'une  des  sepl  formes 


L'-+-  36963  M  , 

i36gL'+  27  M-, 

(37z  +  3M)2+27M', 

(37/.+    gM)3-!- 27M-, 

(37x4-  7M)2-t-  27  M2, 

(37x4-  i2M)3+  27  M», 

(37x4-  8M)''+27M'. 

Le  nombre  4p  n'étant  pas  compris  sous  l'une  des  formes  établies 
par  les  théorèmes  précédents,  le  nombre  q  n'en  saura  être  résidu 
cubique. 

M.  Gauss  a  présenté  à  la  Société  de  Gôttingue,  il  y  a  environ 
deux  ans,  un  premier  Mémoire  relatif  à  la  théorie  des  résidus  bi- 
quadratiques,  laquelle  est  beaucoup  plus  facile  que  celle  des  résidus 
cubiques.  Ce  .Mémoire  n'a  pas  encore  paru,  mais  il  en  a  donné  un 
extrait  dans  les  Annales  de  Gôttingue,  année  i8a5,  vol.  1.  Les 
théorèmes  qui  s'y  trouvent  annoncés  se  démontrent  et  pourront 
même  être  généralisés  par  mes  méthodes  avec  une  facilité  extrême; 
et,  à  ce  que  je  crois,  ce  sera  de  même  avec  tout  ce  qu'on  pourrait 
établir  sur  les  résidus  des  puissances.  Ledit  grand  géomètre  m'a 
écrit,  depuis,  qu'il  poursuivra  le  même  objet  dans  trois  autres  Mé- 
moires destinés  à  être  présentés  à  la  Société,  et  il  se  plaint  que  le 
temps  lui  manque  à  publier  ses  vastes  recherches  sur  différents 
objets  de  la  plus  grande  importance. 

Je  suis  avec  le  respect  le  plus  profond, 

Monsieur, 

Votre  très-humble  serviteur, 

Dr  C.-G.-J.  Jacobi, 

l'rcs  l'Université  Je  KOuiKsberg,  en  Prusse. 
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Leyendrc  à  Jacobi. 

Paris,  le  3o  novembre  1827. 

Monsieur, 

Ce  n'est  que  depuis  quelques  jours  que  j'ai  reçu  des  mains  de 
M.  Miehael  Reiss  la  Lettre  que  vous  m'avez  fait  l'honneur  de 
m'écrire  en  date  du  5  août  dernier.  Je  connaissais  déjà  votre  belle 
découverte  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  par  les  deux 
Lettres  que  vous  avez  fait  insérer  dans  le  n°  123  du  Journal  astro- 
nomique An  M.Schumacher.  Le  théorème  I  contenu  dans  ces  Lettres 
m'était  déjà  connu,  puisqu'il  s'accorde  entièrement  avec  la  seconde 
échelle  des  modules  dont  j'ai  développé  les  propriétés  dans  le 
Chap.  XXXI  du  tome  I  de  mon  Traité  des  fonctions  elliptiques, 
imprimé  en  1825,  et  présenté  à  l'Académie  dans  sa  séance  du 
12  septembre  de  ladite  année.  Le  tome  II  n'a  été  imprimé  qu'en 
1826,  et  l'Ouvrage  entier  n'a  été  mis  en  vente  chez  MM.  Treuttel 
et  Wurtz  qu'au  mois  de  janvier  de  cette  année;  ainsi  il  n'est  point 
douteux  pour  moi  que  vous  n'ayez  eu  aucune  connaissance  de  mon 
Ouvrage  et  que  vos  propres  recherches  vous  aient  conduit  au  même 
résultat  que  j'avais  imprimé  deux  ans  avant  vous.  Mais  ce  qui  vous 
appartient  incontestablement,  c'est  le  théorème  II,  qui  contient  la  dé- 
couverte d'une  troisième  échelle  de  modules,  celle  que  vous  désignez 
à  bon  droit  comme  répondant  au  nombre  5.  J'ai  vérifié  ce  théorème 
par  les  méthodes  qui  me  sont  propres  et  je  l'ai  trouvé  parfaitement 
exact.  En  regrettant  que  cette  découverte  m'ait  échappé,  je  n'en  ai 
pas  moins  éprouvé  une  joie  très-vive  de  voir  un  perfectionnement 
si  notable  ajouté  à  la  belle  théorie,  dont  je  puis  me  dire  le  créa- 
teur, et  que  j'ai  cultivée  presque  seul  depuis  plus  de  quarante  ans. 
L'invention  de  la  seconde  échelle  attachée  au  nombre  premier  3 
m'avait  mis  à  portée  d'expliquer  beaucoup  de  résultats  d'analyse 
transcendante  dont  les  autres  formules  ne  pouvaient  rendre  compte  ; 
je  le  trouvais  digne  d'intérêt  par  diilérents  résultats  que  son  déve- 
loppement m'avait  fait  connaître  dans  le  Chap.  XXXI,  et  parti- 
culièrement par  le  moyen  qu'elle  fournit  de  réduire  à  deux  équations 
du  troisième  degré  la  trisection  de  la  fonction  F,  qui  dépend,  en 
général,  d'une  équation  du  neuvième  degré;  enfin  la  combinaison 
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de  deux  échelles  déjà  connues  me  donnait  le  moyen  de  former  l'es- 
pèce de  damier  analytique  dont  j'ai  fait  mention  p.  32Ô  du  tome  I, 
qui,  dans  ses  cases  multipliées  à  l'infini  dans  les  deux  dimensions, 
contient  toutes  les  transformations  d'une  même  fonction  donnée  F. 
Votre  troisième  échelle,  Monsieur,  vient  étendre  aux  trois  dimen- 
sions de  l'espace  les  cubes  infiniment  multipliés  dans  tous  les  sens 
qui  contiennent  les  transformations  de  la  fonction  F  ;  ils  remplissent 
donc  toute  l'étendue  de  l'espace;  mais  l'imagination,  déjà  frappée 
de  cette  multitude  infinie  de  transformations  dont  aucune  fonction 
analytique  ne  montre  l'exemple,  est  en  quelque  sorte  accablée  quand 
vous  affirmez  qu'il  y  a  une  quatrième  échelle  au  nombre  premier  7, 
une  cinquième  au  nombre  premier  1  j ,  et  ainsi  pour  tous  les  nom- 
bres premiers  à  l'infini  sans  aucune  exception.  Aucune  preuve  de 
cette  assertion  ne  se  trouvant  dans  le  n°  123  du  Journal  astrono- 
mique, j'avoue  que  j'étais  porté  à  croire  cpie  la  proposition  n'était 
pas  exacte  et  que  l'induction  seule  avait  pu  vous  la  suggérer.  En 
effet,  une  méthode  assez  simple  que  j'avais  employée  pour  vérifier 
votre  théorème  II  présentait  deux  équations  de  plus  que  d'incon- 
nues, mais  ces  équations  se  sont  trouvées  satisfaites.  Celte  même 
méthode,  appliquée  à  l'échelle  ultérieure  pour  le  nombre  premier  7, 
contiendrait  trois  équations  de  plus  que  d'inconnues;  j'ai  com- 
mencé le  calcul,  mais  je  ne  l'ai  pas  achevé  pour  m'assurer  si  ces 
trois  équations  n'étaient  qu'une  conséquence  des  autres.  Dans  les 
échelles  ultérieures,  le  nombre  des  équations  oiseuses  augmenterait 
progressivement;  j'étais  doue  en  doute  sur  la  proposition  considérée 
dans  toute  sa  généralité.  Mais,  ayant  reçu  votre  Lettre,  j'y  ai  vu  les 
deux  formules  générales  sous  forme  trigonométrique  dont  toute 
votre  théorie  dépend;  je  vois  dès  lors  que  ce  n'est  pas  sur  l'induc- 
tion, mais  bien  sur  une  analyse  profonde  et  rigoureuse,  que  vous 
avez  établi  votre  proposition  générale.  Maintenant  je  ne  puis  que 
vous  témoigner  le  désir  que  j'éprouve  d'avoir  communication  de 
l'analyse  qui  vous  a  conduit  à  ces  deux  formules;  la  grande  habi- 
tude que  j'ai  de  la  matière  me  fera  contenter  d'une  simple  indication 
delà  méthode  ou  de  son  principe  fondamental;  je  pourrais  bien 
espérer  de  réussir  dans  cette  recherche  en  y  consacrant  un  certain 
espace  de  temps,  mais  vous  m'obligerez  beaucoup,  Monsieur,  de 
m'épargner  cette  peine.  Il  me  sera  fort  agréable  de  composer,  d'a- 
près votre  méthode,   et  avec  une  due  mention  honorable  de  son 
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auteur,  un  supplément  au  tome  I  de  mon  Ouvrage,  où  j'exposerai 
votre  belle  découverte  dans  tout  son  jour,  et  qui  en  sera  un  des 
plus  beaux  ornements. 

Vous  recevrez  par  la  voie  de  M.  l'ambassadeur  de  Prusse,  qui  a 
bien  voulu  accueillir  ma  demande,  un  exemplaire  de  mon  Traité 
des  fonctions  elliptiques,  dont  je  vous  prie  d'agréer  l'hommage. 
J'ai  profité  de  la  même  occasion  pour  faire  passer  à  M.  Alexandre 
de  Humboldt,  à  Berlin,  une  Lettre  où  je  lui  fais  part  de  mon  opi- 
nion sur  votre  belle  découverte,  dont  j'ai  aussi  entretenu  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris  dans  sa  séance  du  26  novembre  dernier  (  '). 

Je  ne  vous  dirai  rien  dans  ce  moment  sur  l'article  de  votre  Lettre 
qui  concerne  vos  découvertes  dans  la  théorie  des  nombres.  J'es- 
père revenir  sur  cet  article  dans  une  autre  occasion,  pour  peu  que 
vous  vouliez  la  faire  naître  ;  car  devant  faire  imprimer  l'année  pro- 
chaine une  troisième  édition  de  ma  Théorie  des  nombres,  dans 
laquelle  il  y  aura  plusieurs  additions  importantes,  surtout  dans  la 
partie  qui  concerne  les  équations  à  deux  termes,  je  serais  fort  aise 
d'y  pouvoir  insérer  quelques-uns  de  vos  nouveaux  résultats,  avec 
mention  honorable  de  son  auteur. 

Comment  se  fait-il  que  M.  Gauss  ait  osé  vous  faire  dire  que  la 
plupart  de  vos  théorèmes  lui  étaient  connus  et  qu'il  en  avait  fait  la 
découverte  dès  1808  {').  Cet  excès  d'impudence  n'est  pas  crovable 
de  la  part  d'un  homme  qui  a  assez  de  mérite  personnel  pour  n'avoir 
pas  besoin  de  s'approprier  les  découvertss  des  autres.  Mais  c'est  le 
même  homme  qui,  en  1801,  voulut  s'attribuer  la  découverte  de  la 
loi  de  la  réciprocité,  publiée  en  1785  (3),  et  qui  voulut  s'emparer, 


(*)  Voir,  pour  la  Communication  à  l'Académie  des  Sciences,  à  la  suite  de  cette 
Lettre.  B. 

(')  L'exactitude  de  cette  assertion  est  prouvée  par  l'édition  des  OEiwres  complète; 
de  Gauss,  vol.  3,  p.  4|)2-49'j,  où  M.  Schering  donne  les  dates  précises  des  travaux  de 
Gauss  relatifs  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  publiés  après  sa  mort.         B. 

(')  Quant  à  la  loi  de  réciprocité  des  résidus  quadratiques,  il  faut  distinguer  la  dé- 
couverte par  observation  et  la  démonstration  de  la  loi.  La  première  démonstration  a 
été  donnée,  comme  l'on  sait,  par  Gauss  dans  ses  Dhqnisitiones  arithmeticœ,  tandis 
que  la  démonstration  essayée  par  Legendre  reposait  sur  des  hypothèses  non  moins 
difficiles  à  démontrer  que  la  loi  même.  Dans  l'article  151  des  Dîsqmsitiones,  Gauss 
parle  d'Euler  et  de  Legendre  comme  de  ceux  qui,  avant  lui,  sont  parvenus  par  obser 
vation  à  cette  loi.  Dans  un  autre  endroit  (Theorematis  aritkmetici  demonstratio  nova, 
art.  2,  Comm.  Gôtting,  vol.  XVI.  1808),  Gauss  dit  :  Pro  primo  hujus  élegantissatù 
theorematis   inventore  M.  Legendre  absque  dubio  habendus  est,  postquam  longe  antea 


3o2  BULLETIN  DES   SCIENCES 

en  1K09,  de  la  méthode  des  moindres  carrés,  publiée  en  i8o5  ('j. 
D'autres    exemples    se    trouveraient  en    d'autres  lieux,   niais   un 
homme  d'honneur  doit  se  garder  de  les  imiter. 
J'ai  l'honneur  d'être, 

.Monsieur, 

^  otre  dévoué  serviteur, 

Legekdhe. 

Paris,  quai  Voltaire,  n°  9. 


Extrait  du  GLOBE  (numéro  du  jeudi  29  novembre  1827). 

A  la  Lettre  de  Legendrc  fut  joint  le  numéro  indiqué  ci-dessus  du  Globe, 
dans  lequel  on  trouve  le  Bapport  suivant  sur  la  Communication  faite  par  Le- 
gendre  à  l'Académie  des  Sciences,  dans  sa  séance  du  lundi  5  novembre  1827  : 

«  Il  n'existait  jusqu'ici  que  deux  échelles  de  modules,  l'une  connue 
depuis  longtemps,  l'autre  publiée  tout  récemment  dans  mon  Traité 
des  fonctions  elliptiques,  et  affectée  au  nombre  premier  3.  Or  la 
Lettre  insérée  par  M.  Jaeobi  dans  le  Journal  astronomique  d'Al- 
tona  contient  deux  théorèmes  qui  donnent  naissance  à  deux  nou- 
velles échelles  de  modules  affectées,  savoir  la  première  au  nombre 
premier  3  (c'est  précisément  celle  à  laquelle  j'étais  arrivé  moi- 
même  ;  je  regardais  sa  découverte  comme  l'un  de  mes  travaux  les 
plus  importants,  et  cette  découverte,  M.  Jaeobi  l'a  faite  certaine- 
ment de  son  côté);  la  seconde  échelle,  à  laquelle  je  n'avais  pas  pensé 
et  qui  appartient  exclusivement  à  M.  Jaeobi,  est  affectée  au  nombre 
premier  5.  Par  cette  dernière  échelle,  M.  Jaeobi  a  multiplié  à  l'in- 
fini les  transformations  de  la  fonction  elliptique  de  première  es- 
pèce, désignée  par  F(c,  <j>).  J'ai  pu  vérifier,  mais  seulement  au 
moyen  des  calculs  les  plus  élevés,  que  cette  découverte  de  M.  Jaeobi 
est  très-réelle.  Cependant  cet  auteur  ne  s'en  est  pas  tenu  là,  il  a 
voulu  aller  plus  loin.  Il  a  annoncé  que  la  même  méthode  qui  l'avait 

sunwti  geometree  Euler  ec  Lagrange  plures  ejus  casus  spéciales  per   inductionem   dé- 
taxeront, 1». 

(')  Dans  la  Theoria  motus  corporum  coclestium,  publiée  par  Gauss  en  1809,  on 
trouve  (art.  18G),  il  la  suite  de  l'exposition  de  la  méthode  des  moindres  carrés,  ce  pas- 
sage :  Ccetenun  principium  rwstrurn,  quo  jam  unie  ah  anno  1795  usi  sumus,  nuper  etiam 
a  clar.  Legendre  in  opère  Nouvelles  méthodes  pour  la  détermination  des  orbites  des 
comètes,  Paris,  1806,  pro/atnm  est.  R. 
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conduit  aux  résultats  précédents  lui  donnait  les  moyens  de  former 
une  quatrième  échelle,  attachée  au  nombre  premier  7,  une  cin- 
quième au  nombre  premier  1 1,  et  ainsi  à  l'infini.  Ici,  »  dit  M.  Le- 
gendre,  «  je  n'ai  plus  été  de  l'avis  de  M.  Jacobi,  et  j'ai  même  cru 
pouvoir  lui  écrire  une  Lettre  dans  laquelle  je  lui  indiquais  ce  qui, 
suivant  moi,  l'avait  induit  en  erreur.  Heureusement  l'envoi  de  cette 
Lettre  a  été  assez  retardé  pour  que  j'aie  pu  reconnaître  que  c'était 
moi-même  qui  me  trompais,  et  que  M.  Jacobi  sur  ce  point,  comme 
sur  les  autres,  avait  complètement  raison;  et  je  l'ai  reconnu  avec 
d'autant  plus  de  plaisir,  que  c'est  un  sujet  dont  je  m'occupe  depuis 
plus  de  quarante  ans,  que  j'ai  ainsi  été  surpassé  par  M.  Jacobi, 
mon  émule.  Ce  n'est  pas  par  induction  que  M.  Jacobi  est  parvenu 
aux  résultats  qu'il  a  publiés;  c'est  par  une  théorie  profonde  et  in- 
faillible, et  à  l'aide  de  deux  théorèmes  entièrement  nouveaux,  qu'il 
a  fait  cette  découverte,  qui  agrandit  considérablement  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  et  en  fait  une  branche  parfaite  dans  son  genre, 
et  qui  ne  peut  être  comparée  à  aucune  autre. 

»  Une  principale  conséquence  entre  une  infinité  d'autres  qui 
résultent  de  cette  savante  analvse,  c'est  que  la  trisection  de  la 
fonction  F,  qui  dépend  en  général  d'une  équation  algébrique  du 
neu\  ième  degré,  se  réduit  à  deux  équations  du  troisième;  que  la 
quintiscction,  qui  est  du  vingt-cinquième  degré,  se  réduit  à  deux 
équations  du  cinquième  ;  de  sorte  que  la  considération  des  propriétés 
de  notre  transcendante  sert  à  résoudre  des  problèmes  d'Analyse 
algébrique  d'une  grande  difficulté  et  en  nombre  infini. 

»  M.  Jacobi  a  annoncé  aussi,  et  prouvé  par  des  exemples,  qu'il  a 
fait  des  découvertes  importantes  dans  une  des  parties  importantes 
de  la  science  des  nombres,  sur  laquelle  M.  Gauss  a  annoncé  des 
résultats  nouveaux  sans  les  avoir  encore  publiés. 

»  Frappé  de  tant  de  beaux  travaux,  j'ai  voulu»,  dit  M.  Legendre, 
«  prendre  quelques  renseignements  sur  la  personne  de  M.  Jacobi;  j'ai 
appris  que  c'était  unjeune  homme  de  25  ans  ('),  attaché  à  l'Lniver- 
sité  de  Kijnigsberg,  où  il  n'était  pas  encore  professeur,  et  où  il  n'oc- 
cupe qu'un  grade  inférieur  analogue  à  celui  d'agrégé  parmi  nous.  » 

[A  suivre.) 

{')  Jacobi,  né  le  10  décembre  iSo],  n'avait  pas  même  atteint  l'âge  de  :■  ;  ans.     II. 
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